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ABSTRAK. Misalkan F, sebuah semigrup bebas yang memuat
semua word yang dibangun oleh non-commuting n -letters. Aljabar
yang dibangun oleh F,  disebut aljabar semigrup bebas di mana setiap
generatornya dipetakan ke suatu isometri, sehingga aljabar semigrup
bebas merupakan aljabar yang dibangun oleh n -tuple isometri

S,,...,S
tuple isometri (Sl ,...»S,| dikatakan atomik bebas jika terdapat basis

.| dengan range yang pairwise orthogonal. Sebuah n -

ortonormal {f k} dari ruang Hilbert H , sedemikian sehingga
terdapat endomorfisma 7;:N—N (di mana 1<i<n ) dan
skalar )\i’ke T yang memenuhi Siék:)‘i,kfnf(ky Representasi

dari F, yang berkorespondensi dengan isometri yang atomik bebas

tersebut disebut dengan representasi atomik. Selanjutnya representasi
atomik ini diklasifikasikan berdasarkan relasi unitary equivalence dan
ditunjukkan bahwa representasi atomik secara umum dapat didekomposisi
menjadi direct sum dari subrepresentasi atomik yang iredusibel.

Kata kunci: semigrup bebas, representasi atomik, isometri, unitary
equivalence.

ABSTRACT. A free semigroup F, contains all words which are
generated by non-commuting n -letters. The algebra which is
generated by F, s called a free semigroup algebra. Every generator
of F, is mapped onto isometry, so this algebra is generated by an

n -tuple of isometries ( S,,...,S,] with pairwise orthogonal
range. One of the class representation of free semigroup algebra is atomic

representation of free semigrup F, . An n -tuple of isometries

1S,5.,S

for H for which there are endomorphisms 7T;: N —N (where
1<i<n ) and scalars A, €T satisfying S,-ka:)\i,kénim

The corresponding representation of F, , then is called as atomic

representation. Later, atomic representation is classified up to unitary

n

is free atomic if there is an orthonormal basis {f k}
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equivalence and is shown to be direct sum of irreducible atomic
subrepresentations.

Keywords: free semigroup, atomic representation, isometry, unitary
equivalence.
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1. PENDAHULUAN

Doran [1] menyebutkan bahwa konsep aljabar- o pertama kali
diperkenalkan oleh Gelfand dan Naimark pada tahun 1943 dalam sebuah literatur
matematika. Semenjak saat itu, semakin banyak ilmuwan matematika yang
mengembangkan konsep aljabar- C" . Salah satunya pada tahun 1977, J. Cuntz
memperkenalkan kelas dari aljabar- C° yang dibangun oleh isometri, yaitu
aljabar Cuntz O, [3]. Selanjutnya pada tahun 1999, Davidson dan Pitts
memperkenalkan konsep aljabar semigrup bebas [5]. Aljabar semigrup bebas ini
merupakan perkembangan dari aljabar Cuntz karena memiliki himpunan
pembangun yang sama, yaitu isometri.

Semigrup bebas F, adalah semigrup bebas yang memuat semua word

w di mana setiap w dibangun oleh sejumlah n elemen. Davidson dan
Pitts juga memperkenalkan salah satu representasi dari semigrup bebas yang
disebut dengan representasi atomik [5]. Representasi ini merupakan representasi
dari semigrup bebas F, di mana range-nya memuat isometri-isometri yang

bebas atomik. Representasi atomik semigrup bebas F, ini diklasifikasikan,
berdasarkan relasi wunitary equivalence, menjadi 3 subrepresentasi atomik:
representasi lefi-regular A ; representasi tail 7T, ;representasi ring O, ;
Selanjutnya ditunjukkan bahwa representasi atomik secara umum dapat
didekomposisi sebagai direct sum dari ketiga subrepresentasi atomik tersebut
yang iredusibel [5].

2.  SEMIGRUP BEBAS F,

Semigrup merupakan suatu himpunan bersama dengan operasi biner
asosisatif yang terdefinisi di dalamnya. Jika terdapat sebuah semigrup S yang
dibangun oleh sebarang himpunan A , kemudian didefinisikankan suatu
operasi concatenation { untuk semigrup S sebagai berikut,

a,a,...a,/*(b,b,...b,| ¢ a,a,...a,bb,...b, ,
S, fké
6

dengan a;,b,€A dan n,mEN , maka semigrup disebut

dengan semigrup bebas. Suatu objek dalam kategori konkrit dikatakan bebas jika
dan hanya jika memenubhi sifat universal dari objek bebas [6]. Semigrup bebas
adalah objek bebas dalam kategori semigrup, sehingga memenuhi sifat universal
dari objek bebas dalam kategori konkrit.
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Misalkan F, menotasikan semigrup bebas, dengan elemen kesatuan,
yang dibangun oleh Z,,...,Z, . Semigrup ini memuat semua non-commuting

word w dari generator-generatornya [4,5].
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3. ALJABAR SEMIGRUP BEBAS

Aljabar Cuntz merupakan aljabar- c’ yang dibangun oleh isometri
dengan range yang pairwise orthogonal [3]. Representasi dari semigrup pada
aljabar- C ‘ merupakan pemetaan ke himpunan isometri pada ruang Hilbert.

Aljabar semigrup bebas merupakan aljabar weak operator topology
(WOT)-closed yang dibangun oleh n-tuple isometri (51 ,--+»S,] dengan range

yang pairwise orthogonal [5]. Aljabar semigrup bebas dinotasikan sebagai

S:Alg{Sl,...,Sn]»WOT . Representasi dari semigrup bebas F, pada

aljabar semigrup bebas merupakan pemetaan setiap generator dari word
wEF, ke isometri pada ruang Hilbert schingga aljabar semigrup bebas dapat
juga dikatakan dibangun oleh isometri.

4. REPRESENTASI ATOMIK DARI SEMIGRUP
BEBAS F,

Sebuah n-tuple dari isometri S:(Sl,m,Snt] adalah atomik bebas jika

Z SI.SI.LSI dan terdapat sebuah basis ortonormal {E k} dari ruang Hilbert

i=1

H | sedemikian sehingga terdapat endomorfisma 7;:N - N (di mana

1<i<n ) dan skalar Ai,kGT yang memenuhi Sigk:)\i,kfn”k) [5].
Representasi dari semigrup bebas F,,  yang berkorespondensi dengan isometri
tersebut dikatakan atomik. Aljabar semigrup bebas atomik adalah aljabar WOT-
closed A=Alg(51,...,5n) yang dibangun oleh himpunan isometri atomik
bebas.

Misalkan 7, dan 7T, adalah representasi dari aljabar- o A
pada ruang Hilbert H, dan H, . m, dan 7, dikatakan unitarily
equivalent jika terdapat operator uniter U€ B( H,,H 2) sedemikian sehingga

nz(x)Zu Hllix )ui’ untuk setiap X€EA [2]. Davidson dan Pitts
mengklasifikasikan representasi atomik menjadi 3 kelas subrepresentasi

berdasarkan relasi unitary equivalence tersebut.
(i)  Representasi left-regular A
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Misalkan A  merupakan representasi dari semigrup bebas F,
Representasi left-regular A dari  F, merupakan isometri L,~=)\(Z,~)
untuk  1<i<n yang didefinisikan oleh L;:§,,F—¢,, , yang selanjutnya
dapat ditulis L,:¢,F¢&,, untuk setiap V,WEF, . Aljabar semigrup
bebas yang dibangun oleh L=(L1,...,Ln) disebut dengan non-commutative
analytic Toeplitz algebra dan dinotasikan oleh L,

Representasi right regular didefinisikan oleh R,:§ ¢, untuk
setiap V,WEF,  dengan R.=Alw| dan R; menotasikan word w
yang urutannya dibalik. Misalkan RI:RZI,:)\(ZI-) menotasikan peta dari
generator-generator untuk  1<i<n ; dan R, menotasikan aljabar WOT-
closed yang dibangun oleh R, . Notasikan W sebagai operator uniter yang
memetakan &, ke & . Dapat dilihat bahwa W L,W'=R, . Sehingga

R, unitarily equivalent dengan L,
(1)) Representasi tail T,
Misalkan ~ H,  adalah ruang Hilbert dengan basis ortonormal

{év :VEF nx_l} . Definisikan representasi 7T, dari representasi semigrup

bebas F, pada H, oleh m,[z/§,=§,, untuk VEF x~' . Word

x dan x' , dengan X'=Zjlzj2...zjm... , dikatakan tail equivalent jika
terdapat bilangan bulat k dan | sedemikian sehingga I, =Jn+
dengan m=>0

Notasikan [X] sebagai kelas tail equivalent dari x . Ketika X

dan X' tail equivalent, maka terdapat operator uniter, U:H,—H,
f\,x;lw '_>va—m1[ untuk VEF, dan m>0 . U merupakan pemetaan
bijektif di antara basis-basis yang menghubungkan representasi 7, dan
representasi  7T,. , sehingga U  memperluas ke operator uniter yang
mengimplementasikan unitary equivalence dari representasi 7T,  dan
representasi 7T, . Representasi 7, dan representasi 7,  dikatakan
unitarily equivalent jika dan hanya jika x dan Xx' tail equivalent.
(ii1) Representasi ring 0, ,
Misalkan U=Z; ...z,  merupakan word non-trivial pada F, dan
A merupakan skalar modulus 1. Pada kelas representasi ini, akan dikonstruksi

representasi dari F, di mana word u dipetakan ke isometri yang
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memiliki A sebagai nilai eigen. Definisikan representasi 0, ; dari F,

sebagai
z)& =&\, jika =i, , s>1 ,
o, Zl) 11—)\5“ jika i=i, ,
o, )E ., jika iZi
Gu,A ZJES,W_ES,ZI.W jika w#i

Perhatikan bahwa Gu,)\(u)fm:)\fk,l . Word u disebut dengan

generator pusat untuk representasi ini, dan barisan &, ; untuk 1<s<k
dari vektor-vektor basis yang dipermutasi secara siklik disebut dengan siklus

pusat. Masing-masing vektor basis §,, dipetakan oleh O, ;\(Zis) ke vektor
berikutnya pada siklus yaitu &,_;; , namun ketika j#i;, maka
Gu,A

z 1)55,1:55,4 . Sehingga vektor basis ini disebut vektor wandering dan
representasinya merupakan multiplisitas dari representasi left regular. Jadi
representasi ini memuat cincin pusat dengan k  titik, di mana masing-masing
titiknya terdapat sebanyak n—1 jari-jari yang ekuivalen dengan representasi
left regular.

Jika u dirotasi secara siklik, maka didapat representasi yang ekuivalen.
Notasikan <u> sebagai kelas ekuivalen dari u  bergantung pada permutasi
siklik.

Proposisi 4.1 Perhatikan ketiga klasifikasi dari representasi atomik berikut:

1. Representasi left-regular A iredusibel.

ii.  Representasi 7, iredusibel, kecuali ketika word tak hingga x tail
equivalent dengan word yang periodik. Jika X tail equivalent dengan

a
f@amd)\
T

ili.  Representasi 0, , iredusibel ketika u primitif. Ketika y=y" dan

I

primitif word u yang periodik, maka 7T,

r
v primitif, maka o, = z @o,, dimana H; adalah akar ke-
j=1

rodari A
Teorema 4.2 Setiap representasi dari semigrup bebas sebagai aljabar semigrup
bebas atomik unitarily equivalent dengan salah satu dari representasi berikut:
1. Representasi left-regular A
ii.  Representasi 7, , yang berkoresponden dengan word tak hingga yang

aperiodik X yang unik, bergantung pada tail equivalence, atau
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iii.  Representasi 0, , , di mana u primitif dan unik bergantung pada
permutasi siklik dan konstanta A di T
Dekomposisi ini adalah kanonik.
AKkibat 4.3 Setiap representasi atomik p  dari semigrup bebas F, dapat
didekomposisi secara unik sebagai
p=1"eY on’'e> ®d;

dimana :

a merupakan rank

13 plzlolaf |

- Jika x adalah (atau ekuivalen dengan) word tak hingga yang aperiodik
dengan kelas ekuivalen [x] , maka

(,B[X]):rank P,

P,=SOT —lim p(x,|p|x,

m — o

di mana ;

- jika x adalah (atau ekuivalen dengan) word yang periodik y~
ﬁM merupakan kelipatan dari bilateral shift P, p [u) ;

- untuk setiap word u  dengan kelas permutasi siklik (u, , maka

(Ziu,A):mnk(Pu,xj di mana

Pu=s0r i p o) L E s
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