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ABSTRAK. Pada artikel ini dibahas teori dilasi dengan ruang Hilbert 

sebagai ruang pokok dan kaitan antara beberapa teori dilasi yang terdiri dari 

pemetaan positif lengkap, kontraksi dan ukuran bernilai operator. Selain itu 

dibahas juga teori dilasi dengan ruang Hilbert sebagai ruang pokok. 

Kata Kunci: ukuran bernilai operator, pemetaan positif, Teorema Dilasi 

Naimark, ruang dilasi Hilbert dan ruang dilasi Banach. 

ABSTRACT. This paper tells about dilation theory with a Hilbert space as 

an underlying space and  associations between some of dilation theory 

consist of completely positive maps, contraction and operator-valued 

measure. In addition also tells about dilation theory with a Banach space as 

an underlying space. 

Key words: operator-valued measure, positive maps, Naimark‘s Dilation 
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1.     PENDAHULUAN 

Secara umum dilasi didefinisikan sebagai pembesaran atau penyusutan 

skala pada semua arah dalam suatu objek . Dilasi untuk pemetaan positif lengkap 

Φ: 𝒜 → ℬ(ℋ)  adalah pasangan (𝜋, 𝒦)  yang merupakan representasi dari 𝒜 

sedemikian sehingga Φ(𝑎) = 𝑃𝜋(𝑎)|ℋ untuk setiap ∈ 𝒜 . 

Teori dilasi pada aljabar operator dimulai dengan 2 artikel dari Naimark 

yang ditulis dan dipublikasikan pada perang dunia ke-2. Teorema Naimark 

memaparkan dilasi pada ukuran  : 𝔛 → ℬ(ℋ)  yang countably additive [1].  

Kemudian pada tahun 1955 Stinespring merumuskan ulang teorema Naimark 

untuk ukuran bernilai operator dengan mengganti 𝜎-aljabar 𝔛 dengan aljabar-𝐶* 

𝒜  dan mengganti ukuran 𝐸 dengan fungsi linear Φ  pada 𝒜  [6]. Stinespring 
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menggunakan pendekatan aljabar-𝐶∗  dalam teori dilasi dan menggunakannya 

untuk membuktikan teorema dilasi Naimark. Stinespring juga membuktikan 

bahwa jika 𝒜 komutatif, maka setiap pemetaan linear pada 𝒜 adalah pemetaan 

positif lengkap [2]. Teorema Dilasi Stinespring memungkikan untuk mengatakan 

bahwa setiap pemetaan positif lengkap memiliki dilasi [5]. 

Pada tahun 1950, Halmos menunjukan bahwa setiap kontraksi 𝐴 ∈ ℬ(ℋ) 

memiliki dilasi uniter u𝑈 yang beraksi pada ruang Hilbert 𝒦 ⊇ ℋ  sedemikian 

sehingga 𝐴 = 𝑃ℋ𝑈|ℋ  [1] yang kemudian pada 1953 Sz-Nagy memperluasnya 

dengan menunjukan bahwa setiap kontraksi memiliki dilasi uniter berpangkat. 

Teorema Sz-Nagy ini menunjukan bahwa setiap operator kontrakasi pada ruang 

Hilbert ℋ merupakan kompresi dari operator uniter pada ruang Hilbert 𝒦 ⊇ ℋ 

[5]. 

Pada tahun 2010, Deguang Han, dkk., menulisakan atikel yang memuat 

teori dilasi [4]. Di dalamnya mereka mendefinisikan ruang dilasi Hilbert yang 

didasarkan pada Teorema Dilasi Naimark untuk ukuran bernila operator yang 

kemudian di perumum menjadi ruang dilasi Banach. 

Pada umumnya beberapa teori dilasi terfokus pada karakterisasi berbagai 

kelas dari pemetaan-pemetaan ke ℬ(ℋ) sebagai kompresi ke ℋ dari pemetaan di 

ℬ(𝒦), di mana 𝒦 merupakan ruang Hilbert yang memuat ℋ [5]. Teori dilasi ini 

merupakan teori dilasi dengan ruang Hilbert sebagai ruang pokok. Berdasarkan 

Teorema Dilasi Naimark, setiap ukuran bernilai operator positif dapat didilasi ke 

sebuah ukuran bernilai operator yang self-adjoint dan spektral di ruang Hilbert 

yang lebih besar [4]. Han, dkk [4] membuktikan bahwa hal ini juga berlaku untuk 

setiap ukuran bernilai operator dalam ruang Banach dengan memaparkan hasil 

yang serupa dengan Teorema Dilasi Naimark untuk ukuran bernilai operator 

dengan ruang Banach sebagai ruang pokok dengan menunjukan bahwa terdapat 

ruang Banach 𝑋, ukuran bernilai ℬ(X) 𝐹 pada (Ω, Σ) dan pemetaan linear terbatas 

𝑆 dan 𝑇 sedemikian sehingga 𝐸(𝐵) = 𝑆𝐹(𝐵)𝑇 dipenuhi untuk setiap 𝐵 ∈ Σ. 

2.     METODOLOGI  

Penelitian ini bersifat kualitatif dengan fokus kajiannya adalah teori dilasi 

dalam ruang Banach dan ruang Hilbert. Dalam penelitian ini buku dan jurnal 

yang dijadikan referensi utama adalah sebagai berikut. 

1. Sebuah jurnal dengan judul Operator-Valued Measure, Dilations, and the 

Theory of Frames yang ditulis oleh Deguang Han, Bei Liu, Rui Liu dan 

David R. Larson  pada 2010. 

2. Buku dengan judul A course in Operator Theory karya John B. Conway. 
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3. Buku dengan judul Completely Bounded Maps and Operator Algebras 

karya Vern Paulsen. 

Penelitian dilakukan di Jurusan Pendidikan Matematika Universitas 

Pendidikan Indonesia (UPI) dan dilaksanakan selama 3 semester. Penelitian 

dimulai dengan melakukan studi literatur pada sebuah jurnal dan hingga dipilih 

konsep dilasi untuk penulisan skripsi ini. 

Adapun langkah–langkah yang dilakukan dalam penelitian dan penulisan 

skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Pengkajian teori dasar aljabar operator pada smester 6 yang meliputi ruang 

Banach, ruang Hilbert, proyeksi orthogonal, operator linear, serta aljabar-

𝐶*. 

2. Pengkajian toeri dilasi dengan melakukan studi literatur pada jurnal yang 

telah dijadikan referensi utama. Kemudian membuat daftar konsep-konsep 

yang diperlukan untuk mempelajari teori dilasi. Hal ini mulai dilakukan 

pada semester 6 pada mata kuliah kapita selekta. 

3. Mencari sumber dan referensi terkait dengan konsep dan teori pada kajian 

pustaka dan pembahasan yang sesuai dengan tujuan pembahasan penelitian 

yang akan dilaksanakan. 

4. Pengkajian beberapa teorema terkait teori dilasi serta pembuktiannya, 

ukuran bernilai operator dan pemetaan positif dan pemetaan positif 

lengkap dalam aljabar-C*. Hal ini dilakukan pada semester 7 dan 8. 

5. Melakukan pengkajian ulang terhadap konsep-konsep yang menjadi 

landasan teoritis dan teori dilasi sebagai bahasan utama serta melakukan 

revisi mengenai keterkaitan kajian pustaka dengan pembahasan, serta 

kerelevanan rumusan masalah dan tujuan pada bab pendahuluan dengan 

pembahasan dan kesimpulan. Hal ini penulis lakukan pada semester 8 

dengan melakukan diskusi dan bimbingan dengan pembimbing skripsi 

hingga diperoleh hasil penelitian yang optimal. 

3.     HASIL DAN PEMBAHASAN  

1. Pemetaan Positif  Lengkap dan Ukuran Bernilai Operator 

Misalkan 𝑆  adalah subhimpunan dari aljabar-𝐶∗ ℬ  dan Φ: 𝑆 → ℬ  adalah 

sebuah pemetaan. Φ dikatakan positif jika Φ memetakan elemen-elemen positif 

di 𝑆  ke elemen-elemen positif di ℬ . Selanjutnya, definisikan pemetaan 

Φ𝑛:   𝑀𝑛(𝑆) → 𝑀𝑛(ℬ)  oleh [𝑎𝑖,𝑗] ↦ Φ ([𝑎𝑖,𝑗]) = [Φ(𝑎𝑖,𝑗)].  Φ  dikatakan positif 
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lengkap jika untuk setiap Φ𝑛 juga merupakan pemetaan positif. Pemetaan positif 

lengkap Φ  dikatakan terbatas jika 𝑠𝑢𝑝𝑛‖Φ𝑛‖  berhingga dan ‖Φ‖𝑐𝑏 =

𝑠𝑢𝑝𝑛‖Φ𝑛‖ , di mana ‖∙‖𝑐𝑏  menotasikan norm pada ruang pemetaan lengkap 

terbatas. 

Teorema 2.1[5] Misalkan ℬ adalah aljabar-𝐶∗ dan Φ: 𝐶(𝑋) → ℬ adalah pemetaan 

positif. Maka Φ adalah pemetaan posisif lengkap. 

Selanjutnya, misalkan 𝐸 : 𝔛 → ℬ(ℋ) adalah pemetaan pada adalah ruang 

kompak Hausdorff Ω. 𝐸  disebut ukuran bernilai operator jika memenuhi sifat 

weakly countably additive; yaitu jika {𝐵𝑖} adalah koleksi terhitung dari himpunan 

Borel yang disjoint di mana gabungan {𝐵𝑖}  adalah 𝐵 , maka 〈𝐸(𝐵)𝑥, 𝑦〉 =

∑ 〈𝐸(𝐵𝑖)𝑥, 𝑦〉𝑖  , ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℋ. Ukuran 𝐸 dikatakan terbatas jika sup{‖𝐸(𝐵)‖ ; 𝐵 ∈

𝔛}<∞ dan dikatakan regular jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℋ, ukuran kompleks yang 

diberikan oleh 𝜇𝑥,𝑦(𝐵) =  〈𝐸(𝐵)𝑥, 𝑦〉 juga ukuran regular. 

Jika 𝐸 adalah sebuah ukuran bernilai-ℬ(ℋ) yang regular terbatas, maka 

akan diperoleh pemetaan linear terbatas 𝜙 ∶  𝐶(𝛺)  → 𝐵(𝐻) di mana  

〈𝜙(𝑓)𝑥, 𝑦〉 =  ∫ 𝑓 𝑑𝜇𝑥,𝑦Ω
                   (*) 

Sebaliknya, diberikan sebuah pemetaan linear terbatas 𝜙 : C(Ω) → ℬ(ℋ), 

jika terdefinisi ukuran borel regular {𝜇𝑥,𝑦}  untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℋ , di bawah 

persamaan (*), maka untuk setiap himpunan Borel 𝐵, terdapat operator linear 

𝐸(𝐵) yang unik yang didefinisikan oleh persamaan 𝜇𝑥,𝑦(𝐵) =  〈𝐸(𝐵)𝑥, 𝑦〉 dan 

pemetaan 𝐵 → 𝐸(𝐵) yang mendefinisikan ukuran bernilai 𝐵(ℋ) yang terbatas. 

Dengan demikian, dapat dilihat korespondensi satu−satu antara pemetaan linear 

terbatas  𝜙 dan ukuran bernilai ℬ(ℋ) yang regular terbatas 𝐸, sehingga ukuran 

dikatakan : 

1. Spektral jika 𝐸(ℬ1∩ ℬ2) = 𝐸(ℬ1) ∙ 𝐸(ℬ2) 

2. Positif jika 𝐸(ℬ) ≥ 0 

3. Self-adjoint jika 𝐸(ℬ)* = 𝐸(ℬ) 

untuk semua himpunan Borel ℬ, ℬ1 , ℬ2 . 

2. Teori Dilasi dalam Ruang Hilbert 

Jika Φ: 𝒜 → ℬ(ℋ)  adalah pemetaan positif, (𝜋, 𝒦)  adalah representasi 

dari 𝒜  dengan ℋ ≤ 𝒦 , 𝑃  adalah proyeksi dari 𝒦  ke ℋ  dan Φ(𝑎) = 𝑃𝜋(𝑎)|ℋ 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝒜, maka (𝜋, 𝒦) disebut dilasi dari Φ. 

Teorema 2.1[5] Misalkan 𝐸  adalah ukuran bernilai- ℬ(ℋ) yang regular positif 

pada Ω. Maka terdapat ruang Hilbert 𝒦, operator linear terbatas 𝑉: ℋ → 𝒦 dan 

ukuran bernilai-  ℬ(𝒦) 𝐹  yang self-adjoint, regular dan spektral sedemikian 

sehingga 𝐸(𝐵)  = 𝑉∗𝐹(𝐵)𝑉 untuk 𝐵 ∈ 𝔛. 
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Teorema 2.2[3] Jika 𝑇  adalah kontraksi pada ruang Hilbert ℋ , terdapat ruang 

Hilbert 𝒦  yang memuat ℋ  dan operator uniter 𝑈 pada 𝒦  sedemikian sehingga 

untuk semua 𝑛 ∈ ℤ+, 𝑇𝑛 = 𝑃𝑈𝑛|ℋ di mana 𝑃 adalah proyeksi dari 𝒦 ke ℋ. 

Teorema 2.3[5] Jika 𝒜  adalah aljabar-𝐶 * unital dan Φ: 𝒜 → ℬ(ℋ)  pemetaan 

positif lengkap maka terdapat ruang Hilbert 𝒦, homomorfisma-* unital 𝜋 ∶  𝒜 →

ℬ(𝒦)  dan operator terbatas 𝑉 ∶ ℋ → 𝒦  dengan ‖Φ(1)‖ = ‖𝑉‖2  sedemikian 

sehingga Φ(𝑎) = 𝑉∗𝜋(𝑎)𝑉, untuk 𝑎 ∈ 𝒜.      

Teorema 2.4[5] Misalkan 𝐺  adalah grup topologi. Jika 𝜙 ∶ 𝐺 → ℬ(ℋ)  adalah 

pemetaan definit positif lengkap yang weakly continuous, maka akan terdapat 

ruang Hilbert 𝒦 , operator terbatas 𝑉: ℋ → 𝒦  dan representasi uniter 𝜌 ∶ 𝐺 →

ℬ(𝒦)  yang *-strongly continuous sedemikian sehingga, 𝜙(𝑔) = 𝑉∗𝜌(𝑔)𝑉 , 

untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺. Akibatnya, secara otomatis 𝜙 menjadi *-strongly continuous. 

Berdasarkan Teorema 2.1, didefinisikan ruang dilasi Hilbert untuk ukuran 

bernilai operator. Misalkan ( Ω, 𝔛, 𝐸, ℬ(ℋ) ) adalah sistem ukuran bernilai 

operator. 𝐸 dikatakan memiliki ruang dilasi Hilbert jika terdapat ruang Hilbert 

𝒦 , dua buah operator linear terbatas 𝑇: ℋ → 𝒦  dan 𝑆: 𝒦 → ℋ  dan ukuran 

bernilai idempoten 𝐹: 𝔛 → ℬ(𝒦)  sedemikian sehingga 𝐸(𝐵) = 𝑆𝐹(𝐵)𝑇  untuk 

setiap  𝐵 ∈ 𝔛. 

3. Ruang Dilasi Banach 

Ruang dilasi Banach untuk ukuran bernilai operator adalah salah satu teori 

dilasi dengan ruang Banach sebagai ruang pokok yang definisinya merupakan 

perumuman dari ruang dilasi Hilbert yang didasarkan pada teorema dilasi 

Naimark untuk ukuran bernilai operator. Untuk dapat menggeneralisasi ruang 

dilasi Hilbert menjadi ruang dilasi Banach, definisikan ukuran bernilai operator 

di ruang Banach. 

Misalkan 𝑋  dan 𝑌  adalah ruang Banach, dan diberikan ruang terukur 

(Ω, Σ). Ukuran bernilai-ℬ(𝑋, 𝑌) di Ω adalah pemetaan 𝐸 ∶ Σ →  ℬ(𝑋, 𝑌 )  yang 

countably additive di weak operator topology; yaitu jika terdapat {𝐵𝑖} koleksi 

terhitung dari anggota-anggota Σ yang disjoint di mana gabungan {𝐵𝑖} adalah 𝐵, 

maka y*(E( 𝐵 )x) = ∑ 𝑦∗(𝐸(𝐵𝑖)𝑥𝑖 )  , ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝑦∗ ∈ 𝑌∗.  Gunakan simbol 

(Ω, Σ, 𝐸) untuk menotasikan ruang ukuran bernilai operator atau (Ω, Σ, 𝐸, ℬ(𝑋, 𝑌)) 

untuk menotasikan sistem ukuran bernilai-operator. 

Selanjutnya sistem ruang ukuran bernilai operator ( Ω, Σ, 𝐸, ℬ(𝑋, 𝑌)) 

dikatakan memiliki ruang dilasi Banach 𝑍 jika terdapat operator linear terbatas 

𝑆 ∶  𝑍 →  𝑌 dan 𝑇 ∶  𝑋 →  𝑍 dan ruang ukuran bernilai proyeksi (𝛺, 𝛴, 𝐹, 𝐵(𝑍)) 

sedemikian sehingga untuk setiap 𝐵 ∈ Σ, 𝐸(𝐵) =  𝑆𝐹(𝐵)𝑇. 
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4.     KESIMPULAN 

Misalkan Ω adalah ruang kompak Hausdorff dan 𝔛 adalah 𝜎-aljabar dari 

semua subhimpunan Borel di Ω. Ukuran bernilai ℬ(ℋ) pada  Ω adalah pemetaan 

𝐸  : 𝔛 → ℬ(ℋ) yang weakly countably additive; yaitu jika {𝐵𝑖} adalah koleksi 

terhitung dari himpunan Borel yang disjoint dengan gabungan 𝐵, maka : 

〈E(𝐵)𝑥, 𝑦〉 = ∑ 〈E(𝐵𝑖)𝑥, 𝑦〉𝑖  , ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℋ. 

Jika Φ: 𝒜 → ℬ(ℋ)  adalah pemetaan positif, (𝜋, 𝒦)  adalah representasi 

dari 𝒜  dengan ℋ ≤ 𝒦 , 𝑃  adalah proyeksi dari 𝒦  ke ℋ  dan Φ(𝑎) = 𝑃𝜋(𝑎)|ℋ 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝒜, maka (𝜋, 𝒦) disebut dilasi dari Φ. 

Misalkan (𝜋, 𝒦)  adalah dilasi pada pemetaan positif lengkap Φ: 𝒜 →

ℬ(ℋ). Misalkan pula 𝒦1 = [𝜋(𝑎)ℋ] adalah subruang tereduksi yang memuat 

ℋ . Jika 𝜋1 ∶  𝒜 → ℬ(𝒦1)  didefinisikan sebagai subrepresentasi 𝜋1(𝑎) =

𝜋(𝑎)|𝒦1, maka (𝜋1, 𝒦1) juga merupakan dilasi dari Φ. (𝜋, 𝒦) merupakan dilasi 

minimal dengan syarat 𝒦 = 𝒦1 (dan karenanya 𝜋 = 𝜋1). 

Teorema dilasi Stinespring pemetaan positif dalam ruang Hilbert ℋ 

dapat didilasi ke homomorfisma-* dalam ruang Hilbert 𝒦  di mana  ℋ 

merupakan subruang Hilbert dari 𝒦 . Sebagai akibat dari teorema dilasi 

Stinespring, teorema dilasi Naimark mendilasi sebuah ukuran bernilai operator 

dalam ruang Hilbert yang regular positif ke ukuran bernilai operator yang 

regular, self-adjoint, dan spektral. Sedangkan Teorema dilasi Sz-Nagy membahas 

kontraksi pada ruang Hilbert yang didilasi ke sebuah operator uniter pada ruang 

Hilbert yaang lebih besar, teorema ini disebut pula sebagai dilasi uniter pada 

kontraksi. 

Misalkan ( Ω, Σ, 𝐸, ℬ(ℋ) ) adalah sistem ukuran bernilai operator. 𝐸 

dikatakan memiliki ruang dilasi Hilbert jika terdapat ruang Hilbert 𝒦, dua buah 

operator linear terbatas 𝑆: ℋ → 𝒦 dan 𝑇: 𝒦 → ℋ dan ukuran bernilai idempoten 

𝐹: Σ → ℬ(𝒦) sedemikian sehingga 𝐸(𝐵) = 𝑆𝐹(𝐵)𝑇 untuk setiap  𝐵 ∈ 𝔛. 

Misalkan  (𝛺, 𝛴) ruang terukur, 𝑋  dan 𝑌  adalah ruang Banach, dan 𝐸 ∶

 𝛴 → ℬ(𝑋, 𝑌) ukuran bernilai operator. Ruang Banach 𝑍 dikatakan ruang dilasi 

pada ukuran bernilai operator (𝛺, 𝛴, 𝐸)  jika terdapat operator linear 𝑆 ∶  𝑍 →  𝑌 

dan 𝑇 ∶  𝑋 →  𝑍 dan ruang ukuran bernilai proyeksi (𝛺, 𝛴, 𝐹, 𝐵(𝑍)) sedemikian 

sehingga untuk setiap 𝐵 ∈ Σ 

𝐸(𝐵) =  𝑆𝐹(𝐵)𝑇. 
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