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ABSTRAK. Misalkan adalah subhimpunan tak kosong yang tutup, konveks,
dan terbatas dari sebuah ruang Banach yang konveks seragam. Selanjutnya,
sebuah pemetaan asimtotik non-ekspansif ∶ → memiliki sebuah titik
tetap. Dengan penambahan kondisi tertentu, dapat dikonstruksi sebuah barisan{ } dari sebuah iterasi sedemikian sehingga { } konvergen menuju suatu
titik tetap dari .

Kata kunci: pemetaan asimtotik non-ekspansif, titik tetap, iterasi tiga langkah,
konvergen.

ABSTRACT. Let is a non-empty, closed, convex, and bounded subset of a
uniformly convex Banach space . Then, an asymptotically non-expansive
mapping ∶ → has a fixed point. By adding certain conditions, we can
construct sequence { } which is obtained from an iteration such that { }
converges to a fixed point of .

Key words: asymptotically non-expansive mapping, fixed point, three steps
iteration, convergent.

1. PENDAHULUAN

Pemetaan : → , dengan merupakan subhimpunan tak kosong dari
ruang Banach , disebut sebagai pemetaan asimtotik non-ekspansif jika terdapat
barisan bilangan real { } dengan ≤ ,∀ ∈ ℕ dan { } = 1,
sedemikian sehingga untuk setiap bilangan asli berlaku‖ − ‖ ≤ ‖ − ‖ , ∀ , ∈ [6]. Selanjutnya, disebut pemetaan
yang asimtotik non-ekspansif dengan barisan { } [18].
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Pada tahun 1972, Goebel dan Kirk mengemukakan bahwa terdapat ∈
sedemikian sehingga memenuhi persamaan = , dimana : → adalah
pemetaan asimtotik non-ekspansif, dengan adalah subhimpunan tak kosong
yang tutup, konveks, dan terbatas dari sebuah ruang Banach yang konveks
seragam [6]. ∈ yang demikian disebut sebagai titik tetap dari . Adapun
definisi ruang Banach konveks seragam dijelaskan oleh Clarkson [5].

Publikasi-publikasi selanjutnya yang berkaitan dengan pemetaan asimtotik
non-ekspansif mengemukakan tentang iterasi yang konvergen menuju titik tetap
pada pemetaan asimtotik non-ekspansif, diantaranya oleh Schu pada tahun 1991
yang menjelaskan tentang proses iterasi satu langkah yang disebut sebagai
modifikasi dari iterasi Mann [18]. Adapun, Tan dan Xu [20] pada tahun 1994 dan
Osilike dan Aniagbosor [14] pada tahun 1999 masing-masing menjelaskan tentang
iterasi Ishikawa dan modifikasinya. Selanjutnya, pada tahun 2002, Xu dan Noor
memperkenalkan iterasi tiga langkah untuk mengkontruksi barisan yang
konvergen menuju titik tetap dari suatu pemetaan asimtotik non-ekspansif yang
kontinu lengkap dan sekaligus menjelaskan kekonvergenan iterasi dua langkah
maupun satu langkah sebagai kasus khusus dari iterasi tiga langkah [21].

Dalam tulisan ini, penulis mencoba mengemukakan mengenai sifat-sifat dan
kekonvergenan iterasi tiga langkah pada pemetaan asimtotik non-ekspansif.
Penulis juga mencoba menambahkan sebuah kasus khusus, yaitu pada ruang
Banach yang konveks seragam dan berdimensi hingga, dimana syarat kontinu
lengkap cukup ditulis dengan kontinu saja.

2. EKSISTENSI TITIK TETAP PADA PEMETAAN
ASIMTOTIK NON-EKSPANSIF

Ruang Banach konveks seragam, maka merupakan ruang yang refleksif
[4]. Oleh karena itu, berlaku teorema tentang rantai dari subhimpunan yang tak
kosong, tutup, dan konveks dari yang dijelaskan oleh Kirk [12]. Selanjutnya,
berlaku teorema eksistensi titik tetap dari pemetaan asimtotik non-ekspansif: → . Dengan adalah subhimpunan tak kosong yang tutup, konveks, dan
terbatas dari .

Teorema 2.1[6] Jika adalah subhimpunan tak kosong yang tutup, konveks,
dan terbatas dari sebuah ruang Banach yang konveks seragam, dan : →
adalah pemetaan asimtotik non-ekspansif, maka memiliki titik tetap di .

Sebagai contoh adalah : → dengan = { ∈ ℝ , ‖ ‖ ≤ 1} ⊆ ℝ dan( ) = . Faktanya, merupakan himpunan konveks, tutup, dan terbatas dari
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ℝ yang merupakan ruang Banach yang konveks seragam, dan memiliki titik
tetap, yaitu = (0,0) ∈ .

3. ITERASI TIGA LANGKAH PADA PEMETAAN
ASIMTOTIK NON-EKSPANSIF

Iterasi tiga langkah dijelaskan oleh Xu dan Noor [21] dengan ≥ 0 dan
dilakukan penyesuaian yaitu dengan ≥ 1 sehingga menjadi sebagai berikut :
Misalkan adalah subhimpunan tak kosong dari sebuah ruang bernorm dan: → adalah sebuah pemetaan. Untuk setiap ∈ , dapat dikonstruksi
barisan { }, { }, dan { } sedemikian sehingga= + (1 − )= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1

dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1].
Teorema berikut ini mendasari sifat pertama dari iterasi tiga langkah pada

pemetaan asimtotik non-ekspansif, disebut juga sebagai ketaksamaan Xu.
Teorema 3.1[22] Misalkan > 1, > 0 sebarang bilangan real yang tetap.

sebuah ruang Banach yang konveks seragam jika dan hanya jika terdapat
sebuah fungsi ∶ [0,∞) → [0,∞) yang kontinu, naik keras, konveks, dan (0) =0 sedemikian sehingga‖ + (1 − ) ‖ ≤ ‖ ‖ + (1 − )‖ ‖ − ( ) (‖ − ‖)

untuk semua , ∈ = { ∈ ∶ ‖ ‖ ≤ }, ∈ [0,1], dengan ( ) =(1 − ) + (1 − ).
Teorema berikut ini mengenai ketaksamaan yang berlaku dalam iterasi tiga

langkah pada pemetaan asimtotik non-ekspansif. Teorema ini memanfaatkan
eksistensi titik tetap dan ketaksamaan Xu.

Teorema 3.2 Jika ruang Banach yang konveks seragam, ⊆ tak
kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → asimtotik non-ekspansif, dan{ }, { }, { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,
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dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1], maka terdapat >0 dan fungsi ∶ [0,∞) → [0,∞) yang kontinu, naik tegas, dan konveks, dengan(0) = 0 sedemikian sehingga untuk setiap ∈ ℕ berlaku(1 − ) (‖ − ‖) ≤ ‖ − ‖ − ‖ − ‖ + ( − 1)
dan(1 − ) (‖ − ‖) ≤ ‖ − ‖ − ‖ − ‖ + ( − 1),
dengan adalah titik tetap dari dan { } barisan dengan ( ) = 1

dan ≥ .
Selanjutnya, teorema 3.2 ini mendasari lemma-lemma penting berikut ini.
Lemma 3.3 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam, ⊆ tak

kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → asimtotik non-ekspansif dengan
barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ , dan ∑ ( − 1) < ∞, dan{ }, { }, { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,

dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1].
Jika terdapat , ∈ (0,1) dan ∈ ℕ sedemikian sehingga ≤ ≤ ,≥ , maka (‖ − ‖) = 0
Bukti :
Berdasarkan teorema 3.2 dan untuk setiap ≥ berlaku(1 − ) (‖ − ‖) ≤ ‖ − ‖ − ‖ − ‖ + ( − 1) .
Dengan demikian, untuk > diperoleh(1 − ) (‖ − ‖) ≤ ‖ − ‖ − ‖ − ‖ + ( − 1)

≤ − − ‖ − ‖ + ( − 1)
≤ − + ( − 1) .

Diketahui ∑ ( − 1) < ∞, dengan menerapkan teorema nilai rata-rata
[2] pada fungsi ( ) = − 1 pada interval [0, ] , untuk setiap bilangan asli ,
maka berlaku juga ∑ ( − 1) < ∞.Jadi, untuk m → ∞ berlaku
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(1 − ) (‖ − ‖) ≤ − + ( − 1) < ∞ .
Karena (1 − ) (‖ − ‖) konvergen, maka lim (‖ − ‖) = 0 .

Karena naik keras, kontinu, dan (0) = 0, maka lim(‖ − ‖) = 0
. ∎

Dengan cara serupa juga diperoleh lemma 3.4 sebagai berikut.
Lemma 3.4 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam, ⊆ tak

kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → asimtotik non-ekspansif dengan
barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ , dan ∑ ( − 1) < ∞, dan{ }, { }, { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,

dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1].
Jika terdapat , , ∈ (0,1) dan ∈ ℕ sedemikian sehingga ≤ ≤

dan > , untuk setiap ≥ , maka (‖ − ‖) = 0
Selanjutnya, eksistensi dari limit barisan bilangan real {‖ − ‖}

ditunjukkan oleh sebuah lemma berikut ini.
Lemma 3.5 Jika ruang Banach yang konveks seragam, ⊆ tak

kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → asimtotik non-ekspansif dengan
barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ , dan ∑ ( − 1) < ∞, dan{ }, { }, { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang = + (1 − )= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,

dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1], maka (‖ − ‖)
ada.

Bukti :
Dari teorema 3.2, untuk semua ∈ ℕ berlaku ketaksamaan(1 − ) (‖ − ‖) ≤ ‖ − ‖ − ‖ − ‖ + ( − 1)⇔ ‖ − ‖ + (1 − ) (‖ − ‖) ≤ ‖ − ‖ + ( − 1)
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Karena (1 − ) (‖ − ‖) ≥ 0 maka‖ − ‖ ≤ ‖ − ‖ + ( − 1)Sebelumnya, telah diketahui bahwa ( − 1) < ∞ .
Oleh karena itu, berdasarkan lemma 1 pada [19], diperoleh bahwalim(‖ − ‖) ada. ∎
Dengan ditambahkan lagi syarat, yaitu kontinu lengkap sebagaimana

definisi kontinu lengkap yang dijelaskan dalam [1,16], mengakibatkan barisan{ }, { }, dan { } konvergen ke suatu titik tetap dari .
Teorema 3.6 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam, ⊆ tak

kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → kontinu lengkap dan asimtotik
non-ekspansif dengan barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ , dan∑ ( − 1) < ∞, dan { }, { }, { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,

dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1]. Jika terdapat, , , ∈ (0,1) dan ∈ ℕ sedemikian sehingga ≤ ≤ dan ≤ ≤
untuk setiap ≥ maka { }, { }, { } konvergen ke suatu titik tetap

dari .

Bukti :
Dari lemma 3.3 dan 3.4, maka  diketahui bahwa :lim (‖ − ‖) = 0, danlim (‖ − ‖) = 0
Diambil > 0 sebarang maka terdapat = ( ) ∈ ℕ sedemikian

sehingga berlaku ‖ − ‖ < , untuk semua ≥ , dan terdapat =( ) ∈ ℕ sedemikian sehingga berlaku ‖ − ‖ < , untuk semua ≥ .
Kemudian dapat dipilih = max{ , , } sehingga untuk semua ≥

berlaku ‖ − ‖ = ‖ − + − ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ ‖ − ( + (1 − ) ‖ + ‖ − ‖= ‖ − ‖ + ‖ − ‖
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= ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖< (1 + ) .
Dengan demikian diperoleh lim (‖ − ‖) = 0.
Selanjutnya, untuk ≥ juga berlaku‖ − ‖ = ‖ − + − + − ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ ‖ + (1 − ) − ‖ + ‖ − ‖+ ‖ − ‖= ‖ − ‖ + ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ (1 + )‖ − ‖ + ‖ − ‖< 2(1 + ) .
Jadi, lim (‖ − ‖) = 0.
Akhirnya, diperoleh bahwa untuk semua ≥ berlaku‖ − ‖ ≤ ‖ + − + ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖< (1 + ) + 2 (1 + ) .
Dengan demikian, lim (‖ − ‖) = lim (‖ − ‖) = 0 .
Karena kontinu lengkap, maka terdapat barisan dari { }

sedemikian sehingga konvergen, misalkan ∗ ∈ dimana → ∗,
dan karena lim (‖ − ‖) = 0, maka juga konvergen ke ∗. Karena

kekontinuan dari dan karena → ∗, maka → ∗ = ∗. Jadi, ∗
adalah sebuah titik tetap dari .

Selanjutnya, berdasarkan lemma 4.3.5, diketahui bahwa lim (‖ − ∗‖)
ada. Sedangkan lim − ∗ = 0 dimana − ∗ dapat dipandang

sebagai subbarisan dari {‖ − ∗‖}. Oleh karena itu, haruslah lim (‖ − ∗‖) =0. Artinya, { } konvergen ke suatu titik tetap ∗ dari .
Kemudian, karena‖ − ‖ ≤ ‖ − ‖ → 0, dan‖ − ‖ ≤ ‖ − ‖ → 0,
maka { } dan { } juga konvergen ke ∗. ∎
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4. ITERASI TIGA LANGKAH PADA PEMETAAN
ASIMTOTIK NON-EKSPANSIF DENGAN
BEBERAPA KASUS KHUSUS

Pada iterasi tiga langkah, ketika = 0, ∀ ∈ ℕ, maka = , ∀ ∈ ℕ .
Dengan demikian, langkah pertama pada iterasi tiga langkah tidak menghasilkan
perubahan titik. Jadi, untuk kasus = 0, ∀ ∈ ℕ berlaku iterasi seperti berikut :∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,
dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1]. Teorema berikut ini
menjelaskan kekonvergenan barisan { } dan { } yang diperoleh dari iterasi di
atas.
Teorema 4.1 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam, ⊆ tak
kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → kontinu lengkap dan asimtotik
non-ekspansif dengan barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ , dan∑ ( − 1) < ∞, dan { }, { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,
dengan { } { } adalah barisan di [0, 1]. Jika terdapat , ∈ (0,1) dan∈ ℕ sedemikian sehingga ≤ ≤ dan < 1 untuk setiap ≥
maka { } { } konvergen ke suatu titik tetap dari .

Bukti :
Karena terdapat , ∈ (0,1) dan ∈ ℕ sedemikian sehingga ≤ ≤ untuk
setiap ≥ , maka berdasarkan lemma 4.3.3, dengan { } = {0}, berlakulim(‖ − ‖) = 0 .
Dengan mengambil > 0 sebarang, maka dapat ditemukan = ( ) ∈ ℕ
sedemikian sehingga untuk setiap ≥ berlaku ‖ − ‖ < . Jadi, untuk≥ max{ , } berlaku‖ − ‖ = ‖ − ‖≤ (‖ − ‖ + ‖ − ‖)≤ (‖ − ‖ + ‖ − ‖)= ‖ − ‖ + ‖ − ‖
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⇔ ‖ − ‖ − ‖ − ‖⇔ (1 − )‖ − ‖ ≤ ‖ − ‖ < ‖ − ‖<<
dan 1 − > 0 .
Jadi, disimpulkan bahwa lim (‖ − ‖) = 0 dan diperolehlim (‖ − ‖) = 0.
Selanjutnya, untuk ≥ max{ , } juga berlaku‖ − ‖ = ‖ − + − + − ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ ‖ + (1 − ) − ‖ + ‖ − ‖+ ‖ − ‖= ‖ − ‖ + ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ (1 + )‖ − ‖ + ‖ − ‖< 2(1 + ) .
Jadi, lim (‖ − ‖) = 0.
Akhirnya, diperoleh bahwa untuk semua ≥ max{ , } berlaku‖ − ‖ ≤ ‖ + − + ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖≤ ‖ − ‖ + ‖ − ‖< (1 + ) + 2 (1 + ) .
Dengan demikian, lim (‖ − ‖) = lim (‖ − ‖) = 0 .
Karena kontinu lengkap, maka terdapat barisan dari { } sedemikian

sehingga konvergen, misalkan ∗ ∈ dimana → ∗, dan karenalim (‖ − ‖) = 0, maka juga konvergen ke ∗. Karena kekontinuan

dari dan → ∗, maka → ∗ = ∗. Jadi, ∗ adalah sebuah titik

tetap dari .
Selanjutnya, berdasarkan lemma 4.3.5, diketahui bahwa lim (‖ − ∗‖) ada.

Sedangkan lim − ∗ = 0 dimana − ∗ dapat dipandang sebagai

subbarisan dari {‖ − ∗‖}. Oleh karena itu, haruslah lim (‖ − ∗‖) = 0.
Artinya, { } konvergen ke suatu titik tetap ∗ dari .
Kemudian, karena ‖ − ‖ ≤ ‖ − ‖,
maka { } juga konvergen ke ∗. ∎

Adapun teorema selanjutnya menjelaskan iterasi tiga langkah pada
pemetaan asimtotik non-ekspansif ketika = 0, ∀ ∈ ℕ dan = 0, ∀ ∈ ℕ.
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Teorema 4.2 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam, ⊆ tak
kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → kontinu lengkap dan asimtotik
non-ekspansif dengan barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ , dan∑ ( − 1) < ∞, dan { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − ) ,≥ 1 ,
dengan { } adalah barisan di [0, 1]. Jika terdapat , ∈ (0,1) dan ∈ ℕ
sedemikian sehingga ≤ ≤ untuk setiap ≥ maka { } konvergen ke
suatu titik tetap dari .

Selanjutnya, dibahas mengenai kekonvergenan barisan yang diperoleh dari
iterasi tiga langkah pada ruang Banach yang konveks seragam dan berdimensi
hingga. Diketahui bahwa ruang Euclid berdimensi- (ℝ ) adalah ruang Banach
yang konveks seragam [5].

Dengan demikian, kriteria konveks seragam dan berdimensi hingga
bukanlah dua kriteria yang saling bertentangan. Dengan memanfaatkan sifat
kekompakan, dapat diperoleh lemma berikut ini.
Lemma 4.3 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam dan berdimensi
hingga, ⊆ tak kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → kontinu dan
asimtotik non-ekspansif dengan barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ ,
dan ∑ ( − 1) < ∞, dan { }, { }, { } adalah barisan yang didefinisikan
oleh ∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,
dengan { }, { }, dan { } adalah barisan di [0, 1]. Jika terdapat , , , ∈(0,1) dan ∈ ℕ sedemikian sehingga ≤ ≤ dan ≤ ≤≥ maka { }, { }, { } konvergen ke suatu titik tetap
dari .

Bukti :
Karena ruang Banach berdimensi hingga, berdasarkan teorema kekompakan

[13], ( ) ⊆ kompak di . Dengan demikian, kontinu dan memetakan yang
terbatas ke himpunan yang kompak relatif. Jadi, kontinu lengkap. Selanjutnya,
berdasarkan teorema 3.6, maka diperoleh { }, { }, dan { } konvergen ke suatu
titik tetap dari . ∎
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Dengan argumen yang serupa, kekonvergenan menuju titik tetap dari juga
terjadi pada iterasi tiga langkah yang direduksi, yaitu iterasi sebagaimana pada
lemma 4.1 dan 4.2. Dengan demikian, lemma-lemma berikut ini berlaku.
Lemma 4.4 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam dan berdimensi
hingga, ⊆ tak kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → kontinu dan
asimtotik non-ekspansif  dengan barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ ,
dan ∑ ( − 1) < ∞, dan { }, { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − )= + (1 − ) ,≥ 1 ,
dengan { } { } adalah barisan di [0, 1]. Jika terdapat , ∈ (0,1) dan∈ ℕ sedemikian sehingga ≤ ≤ dan < 1 untuk setiap ≥
maka { } { } konvergen ke suatu titik tetap dari .
Lemma 4.5 Misalkan ruang Banach yang konveks seragam dan berdimensi
hingga, ⊆ , tak kosong, tutup, terbatas, dan konveks, : → kontinu dan
asimtotik non-ekspansif dengan barisan { } dimana ( ) = 1, ≥ ,
dan ∑ ( − 1) < ∞, dan { } adalah barisan yang didefinisikan oleh∈ sebarang= + (1 − ) ,≥ 1 ,
dengan { } adalah barisan di [0, 1]. Jika terdapat , ∈ (0,1) dan ∈ ℕ
sedemikian sehingga ≤ ≤ untuk setiap ≥ maka { } konvergen ke
suatu titik tetap dari .
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