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ABSTRAK: Misal T' grup abelian terurut total dan I'* adalah bagian
positifnya, Ep+ djabar-C*, dan w:T* — E  (Bp+) addlah aks dari
semigrup I'* pada &+ melalui endomorfisma. Representasi isometrik ¥ dari
I'* adalah homomorfisma dari semigrup I'* ke semigrup isometri f:  (H)
pada ruang Hilbert H. Adji, Laca, Nilsen, dan Raeburn (1994) telah
membuktikan eksistensi representasi kovarian (my, V¥) dan bentuk produk
silang yang dibangun oleh representasi isometrik Bp+ x, [t dari sistem
dinamik (E+,T*,a), serta hubungan Epq+ X, I'* dengan aljabar-C* yang
dibangun oleh unsur-unsur isometri non-uniter. Pada tugas akhir ini akan
dilihat bagaimana konstruksi pembuktian hasil-hasil diatas.

Kata kunci: produk silang, aljabar-C*, semigrup, endomorfisma, representasi
isometrik.

ABSTRACT: Let T be totally ordered abelian group and T'* be its positive
cone, B+ aL"-algebra, and
Tt —> E  (Bp+)

an action of I' * on B+ by endomorphisms. An isometric representation of ' *
is a homomorphism of the semigroup I' * into the semigroup of isometries
I:  (#) on aHilbert space H. Adji, Laca, Nilsen and Raeburn (1994) prove
the existence of covariant representation (my, 1) and crossed product
generated by isometric representation Ep+ X, ['* of dynamical system
(#p+, T+ @), and adso the relation between Hq+ x, 't and a £*-agebra
generated by nonunitary isometric representations. In this paper, we study how
they construct the proof.

Key words: crossed product, C*-algebra, semigroup, endomorphisms,
isometric representation.

PENDAHULUAN

Misal & suatu grup abelian terurut total dengan &* adalah bagian
positifnya dan A suatu aljabar-C*. Sistem (A4, G, a) dikatakan sebagal sistem
dinamik jika terdapat homomorfisma & dari G* ke Endo(A4). Sistem dinamik
(4,G*", @) mempunyai representasi kovarian, yaitu pasangan (i, V) dimana
m: A — H(H) adaah representasi nondegenerate dari A pada fH (dalam kasus A
unital, = adalah representasi unital), dan V:G" — Isom(H) representas
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isometrik dari G pada H yang memenuhi kondis kovarian: m(a,(a)] =
V.r(a)V,”, Vx € G,a € A. Selanjutnya dari representasi kovarian tersebut
dapat dibentuk suatu representasi terbesar (kanonik) yang membangun aljabar-
C* , notasikan aljabar-C* tersebut dengan A X, ¥, yaitu produk silang dari
(A,G*%,a). Jika representas ¥ dari semigrup G* merupakan representas
isometrik, maka singkatnya 4 X, & menjadi suatu aljabar-£* yang dibangun
oleh unsur isometri.

Coburn (1967) mengenalkan suatu ajabar-C* yang dibangun oleh
unsur isometri nonuniter untuk kasus grup & = Z. Teori tersebut kemudian
dikembangkan oleh Douglas pada tahun 1972 dengan semigrupnya adalah
bagian positif dari R. Murphy (1987) mengembangkan semigrup yang
digunakan Douglas menjadi bagian positif dari suatu grup terurut abelian total.
la mengenalkan kelas baru dari aljabar-£* yang mempunyai sifat yang menarik.
Untuk setiap grup terurut &, terdapat ajabar-£* yang berasosias, yaitu aljabar
Toeplitz ¥ (G) dari grup terurut G. Aljabar Toeplitz ' (&) tersebut memiliki
sifat universal terhadap semigrup isometri dari G*. Adji, Laca, Nielsen dan
Raeburn dalam papernya Crossed Products by Semigroups of Endomorphisms
and The Toeplitz Algebras of Ordered Groups (1994) membuktikan bahwa
djabar Toeplitz ¥ () yang dikai oleh Murphy adalah isomorfik dengan
ajabar-C* yang dibangun oleh isometri yaitu produk silang Hy+ X, I'* atas
semigrup endomorfisma sebagai akibat dari teorema utamanya.

1 Produk Silang Atas Semigrup Endomorfisma
Definisi 2.1. Misal T' grup abelian diskrit terurut total dengan bagian positif I'*.
Representasi isometrik ¥ dari T'* adalah homomorfisma dari semigrup I'* ke
semigrup isometri Isom(H): = {T € B(H): T isometri} pada ruang Hilbert H,
dengan katalain ||V (x)|| = ||x||, vx € T'*, atau ekivalen dengan V"V = I.
Definis 2.2.1 Misa T grup abelian diskrit terurut total dengan bagian positif
I'*, 4 ajabar-C* unital dan « aks dari I'* ke E (4). Representasi kovarian
dari sistem dinamik (4,I'*, &) adalah pasangan (m, ¥) dimana m: 4 — B(H)
adalah representas unital dari 4 pada H, dan V:T* —i: (H) adalah
representasi isometrik dari I'* pada H sedemikian sehingga memenuhi kondisi
kovarian:

mla,(a)] = Vm(a)V,",Va € A, x €T,

Produk silang dari sistem dinamik (4,T*, &) adalah aljabar-C* unital &
bersama dengan homomorfisma unital i4: 4 — B dan homomorfisma i+ dari
I'* ke semigrup isometri di # yang memenuhi:

1 J’H{n_\.(a): = ip+(0)ig(a)ip+ (%), Vae A, x eT™.
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2. Untuk setiap representas kovarian (m, V) dari (4,1, a), terdapat
representasi unital m X ¥ dari # dengan (m X K)o iy = m dan
(mx ¥)oip+ =V; dan
3. B dibangunoleh {i,(a):a € A} dan {ip+(x):x € T*}.
Catatan 2.3.1%
i B direntang oleh  {iy+ ()% ig(@)ip+(v):a € A, x,y €T?}
berdasarkan Lemma 1.1
ii. Sistem dinamik (4, T'*, @) mempunyai tepat sebuah produk silang
berdasarkan Proposis 3%, notasikan dengan (4 X, ['*, 1., i7+).
iii. Jika terdapat representas kovarian (w, V) dengan m faithful,
kondisi 2 mengakibatkan i, injektif.
Teorema 2.4.1
Misal (m, ) representas kovarian dari (A4, ', &) sedemikian sehingga
I m faithful, dan
i. Untuk setiap subset berhingga F dari I"* dan semua pilihan a, ,, €

A4,
Z Ve }T{ﬂl ,ljlf"

Makam x ¥ representas faithful dari A <, !
3. Konstruks Sistem Dinamik (By+, T, a)
Konstruksi sistem dinamik (Hy+, ™", &) mencakup konstruks aljabar-
C Hy+ dan aks @ yang menghubungkan semigrup I'™* dengan aljabar-€ Hy+.
Misal ' grup abelian terurut total dan ' ={x T;x =0} bagian
positif dari T'. Untuk setiap x I'*, definisikan 1, fungsi karakteristik dari
{y T* y=axa} vyatu

Lo ={d, 7="
Definiskan By+ :=5 {1,:x T["*} subruang tutup dari djabar-C [*(I).
Sekarang akan ditunjukkan B+ subajabar-C dari [ (™). Ambil sembarang
1,1, Bp+. Karenaoperas perkalian pada [* (') adalah perkalian titik demi
titik, maka diperolen (1,1,](z) =1,(@)1,(2) =1y @), = 7,
akibatnya B+ subaljabar-£ dari [*(I'*). Jadi B+ adalah ajabar-C  komutatif
unital dengan operas perkalian dan penjumlahan titik demi titik, norm
supremum dan involusi konjugasi bilangan kompleks.
Untuk setigpx  I*, definisikan
: [ — Aut(I™(IN))

X T,
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dimana
T 1=(M) — =)
fG) — fQ—x).
Akan ditunjukkan B+ invarian untuk setigp 7., x I*. Ambil sembarang
1, B+ Perhatikan
(1, )(0) =1,(t —x)
_{l,ﬁ r—x=y

0, i
L t=zx+y
_{ 0, i
=1sy(0), ¢ T,

Jadi B+ invarian untuk setiap t,.. Oleh karenaiitu T, dapat direstriksi ke By+;
definiskan restriksi tersebut sebagal aksi a: " — E (Hy+).
4, Produk Silang By+ <, 1"
Lemma 4.1.1% Misal ¥, keluarga proyeksi berhingga sedemikian sehingga #; =
F, = = F,. Makauntuk sembarang 4; C,

>4

N
Z A
=1 =1

dan menjadi suatu kesamaan jika F; # Fyyq, .
Proposisi 4.2.2 Misal I' grup abelian terurut total dan misal B+ <, I'*
produk silang dari sitem dinamik (8,+, ", a).

i Jika p adalah representasi non-degenerate dari H;+ %, I'*, maka
p o i+ adalah representasi isometrik dari I"*.

i. Untuk setiap V:I'* — It (H) representas isometrik dari [,
terdapat representas m,; dari H,+ sedemikian sehingga (my, V)
adalah representasi kovarian dari (H,+,1" a). Jika setiap V¥,
adalah nonuniter, maka m;; faithful.

iii. Hp+ x I"* dibangun oleh {i+(x): x ["*}. Faktanya,

Bpe x 't =5 {ip+)i+() ix,y '}
V. lg B+ — By X I injektif.
Bukti.
I Misal p adalah representas non-degenerate dari B+ %, ™, artinya
p(1) = 1. Ambil sembarangx ™. Perhatikan
[F‘ ° 1r+(x): [F‘ ° ‘r*(x): = (p o ip+(x) ){P o I+ (I)J
= P{‘r’f(x) i+ (I):
=p(1)
=1

M

=m
l=n=N

’
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Jadi p o i+ representas isometrik dari ™.
ii. Misal V:T* — [:  (H) adalah representas isometrik dari '*. Akan
dicari suatu representasi m dari Bp+ sedemikian sehingga (my, V) adalah
representasi kovarian dari(By+, ™, ).
Akan ditunjukkan m, pemetaan linier well-defined pada s0  {1,:x T}
Perhatikan bahwa untuk sembarang subset berhingga F dari ",
Hl—'(z_\' F-’tx 1_\') = (2_\ j‘-’-’tx Hl—'(ﬂx(lt)))
= Qe p A Vempe (L)W )
= z.\' F "t.\l'"f\ I"'rx '
Jadi my pemetaan linier well-defined padas:  {1,:x [}
Kemudian akan ditunjukkan m,, dapat diperluas pada B+ = =
dengan menunjukkan bahwa
Ny, pd ¥ Iy, (4, 1.1
Diberikan kombinasi linier berhingga > . ¢4, 1, dengan ¥ sembarang subset
berhingga dari *. Karena I terurut total, ¥ dapat diberi indeks sedemikian
sehingga x; < x; < - < xy,. Maka 3, pd,1l, =3}, 4,1, adaah
kombinasi linier dari proyeksi-proyeksi 1, sedemikian sehingga 1,, > 1, >
-+ > 1, . Kemudian berdasarkan Lemma4.1, diperoleh
"Zx F-’tx 11‘" = | 2?":1"{3:,-13:,-” = 1r2i)fv|252=1-’1x,-|-

Misa x, ¥ [I* dengan y > x. Perhatikan

W — B, =W - e = h(1-K 0
Karena 1 dan ¥,_,¥,_, merupakan proyeksi dengan [Ie}_xlf

{1..x TI*}

'
ey JH 1K
untuk suatu ruang Hilbert ', maka 1 — ¥,_,¥,_, merupakan proyeksi dan
1—-V¥,_V,_y =0.Olehkarenaitu ¥, — KV, =0 < K1, =KV, . Jadi
2« rAc V¥, addah kombinasi linier dari  proyeksi-proyeksi ¥ ¥,
sedemikian sehingga V¥, V., =¥ V., =--=V¥ V. Berdasarkan Lemma
4.1, diperoleh

IS p AVl W= |20y Ao, | < max |5y Ay | = M5 42 L.
Jadi my pemetaan linier well-defined pada B+ =5 {1,:x [I*}.
Kaenal,l, =1y gy dan Wby B, = Vi o Vin (ogy > Makamy,

adalah suatu homomorfisma*. Karena a,{1, ] = 1,,,, diperoleh
Ty (ﬂx{ly.]) = 7y (Lyay )

= Fx.yl‘l‘x-y
= Vb, (W)
= V(¥ ¥
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- L‘rx}i'],-(].},.) l""x
Jadi (mry, V) representasi kovarian padas:  {1,:x I*}. Karenam, terbatas,
makam, kontinu, dan oleh karenaitu, (ry, ¥) representasi kovarian pada Hy+.
Asumsikan ¥ representasi nonuniter. Misal x,y¥ '* dengan y > x. Maka
V¥ #0,danl—¥,_, ¥, _, proyeksi tak nol. Oleh karenaitu

Ve — WKW, =KW — W Wy e =K(1- e ¥ >0.
Dengan katalain VI, > I, . Berdasarkan Lemma4 1 dlperoleh
"Zx J‘--’tx " - ”z 1-’1_1', Xi x, ” - @'%X,JZ.: 1‘lt | - "Zx r-“‘L 1 Il

Jadi m, isometrik dan oleh karenaitu faithful pada #+.
ii. Berdasarkan Catatan 2.3. (i), ip+(x) i5 . (1,)ir+(2) merentang suatu
subruang tutup dari B+ %, [*. Perhatikan
i () b, (1 )i (2) = 1+ () 1y, (o (10) ) 17+ (2)
= ip+(x) ir+(}')iﬂr+(1l_)!r+(}') i+ (2)

= ip+ () ip+ ip+ (1) 1+ (2).
Akan diperlihatkan bahwa untuk sembarang x, v,z I*, berlaku

(23) Ip+(x) 1p+ (W) ip+ () ip+ (2) = ip+(a)ip+(B)
untuk suatu @, & *. Untuk itu akan ditinjau beberapa kasus.
Kasus 1: Untuk z < y < x, perhatikan

i+ () g+ (W)ip+ () i+ (2)
= {!r’f O)ip+(x — J-')J lp+ (Jr'){ir’f @)ip+ (v — ﬁ): i+ (2)
= {"r’f (x— J")] {"r’f (J-')] i+ (}-){Jr+ G- 3): {"r* (3)] ir+(2)
= (ip+(x = )] {tr+(y — 2)]
= {!r+ (x — 2)3 .
Piliha =0dan & = x — 2, maka
Ip+ () I+ (W)ip+ () i+ (@) = ip+(a)ip+(B) .
Kasus 2: Untuk z < x < y, perhatikan

ip+ () ip+ (W)ip+ (¥) 1p+(2)
= ip+(x) {!r’f(x)ir’f(}'_I)J{!r’f(z)!r’f(}' _3)3 ir+(2)
= ip+(x) ir+(1)‘r+(}'_x){‘r+(}'_3)] {‘r*(z)] ir+(2)
= !r+(}' —I){!r+(}' - .ﬁ)J .
Piliha = y—xdank = y — z, maka
ip+ () 1p+ (W)ip+ (¥) ip+(2) = ip+(@)ip+(B) .
Kasus 3: Untuk ¥ < x < x, perhatikan

i+ () g+ (W)ip+ () 10+ (2)
= >+ )ip+ (x = ¥) ip+ Wi+ () U+ )i+ (& — 3))
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=+ (x = ) e+ (W) 1+ M+ ) 1+ (Wip+ (2 — ¥)
=lp+ (2 — ) (Ip+(x — ¥)) .
Piliha =x—ydanb = x — y, maka

Ir+ () 1p+ )ip+ () i+ (2) = ip+(a)ip+ (B) .
Kasus 4: Untuk ¥ < z < x, perhatikan
ip+ (%) ip+(Wip+ () 17+ (2)
= (ip+ WMip+ (x — ) i+ i+ () U+ Wi+ (2 — ¥))
= (ir+(x =) (r+ () i+ Mig+ () ip+ (Wip+ (2 — ¥)
=ip+ (2 =W+ (x —¥)) .
Piliha= z—ydanf = x — y, maka

Ip+ () 1p+ (W) ip+ () ip+ (2) = ip+(a)ip+(B) .
Kasus 5: Untuk x < y < z, perhatikan
i+ () i ()ips () I (2)
= ip+(x) {!r" )i+ (v — I)Jir’f ) {ir’f )i+ (& — J-')J
=i+ =0+ (2 — )
=i+ (Z - I).
Piliha =z —x dan & = 0, maka

Ir+ () 1p+ )ip+ () i+ (2) = ip+(a)ip+ (B) .
Kasus 6: Untuk x < = < y, perhatikan
ip+(x) ip+(Wip+ () 17+ (2)
= i+ () (ip+ @ips (0 — 20 J{ip+ @)1ip+ (v — 2) ] i+ (2)
= dp+ () tp+ ()i (v — I){!r’f - ﬁ): {ir’f (-ﬁ): ir+(2)
=i (v — )i+ (v — 2)] .
Piliha = y—xdank = y — =, maka

Ir+ () 1p+ )ip+ () i+ (2) = ip+(a)ip+ (B) .
Dari keenam kasus diatas, dapat disimpulkan bahwa B+ x, [* dibangun oleh
{ir+(x):x [*}, atau lebih tepatnya,

Bre %o = 5 {ipe )i+ (3) 1y T
iv. Berdasarkan Catatan 2.3 (ii), 15 ,:Bp+ — Bp+ %, * injektif apabila
terdapat representas kovarian (my, 1) dimanam,, faithful. Oleh karena itu perlu
dibentuk suatu representasi V¥ dari '* sedemikian sehingga m, faithful.
Berdasarkan Proposisi 4.2. (ii), cukup dibentuk suatu representasi ¥ yang
memuat isometri-isometri nonuniter. Pilih semigrup

Tt > BATY))
x— 1,
dimana
T 5 - 2(r)

60|EurekaMatika, Vol.2, No.1, 2014



‘Sy — Sx )"
Teorema 4.3 Misal I' grup abelian terurut total dan ¥:1* — I+ (H)
suatu representasi isometrik dari I'*. Maka representas m x V¥ pada
Proposis 4.2. (ii) adalah isomorfismadari € (I'*) = B+ <, ' ke (Vi x
I"*) jika dan hanya jika ¥ non-uniter.
Bukti.
Akan ditunjukkan range dari mw, XV tepainya adadah € (V.:x TI*).
Berdasarkan Proposisi 4.2. (iii), Hy+ %, '* dibangun oleh {ip+(x):x [*}
Kemudian karena (my, V) representasi kovarian dari (By+, ™, a), maka
(ry x V) ip+(x)] = V. Jadi range dari my x V adalah € (Vix  T*).
(=) Akan ditunjukkan jika ¥ uniter, maka m, xF bukan suatu
isomorfisma. Asumsikan ¥, uniter untuk = I* dan = tak nol. Ambil (1 —
1,) Hp+. Perhatikan
Gy 2 V) (15, A= 1)) = (1 - 1) = () - my (L) = 1= LI, =0,
Karena JEﬁ injektif berdasarkan Proposisi 4.2. (iv) dan1 — 1, # 0, maka my %
I tidak injektif. Jadi, m, * V¥ bukan suatu isomorfisma.

(=) Asumsikan ¥ nonuniter. Maka berdasarkan Proposisi 4.2. (ii), my
faithful, dan berdasarkan Teorema 2.4, m,, % I faithful jika kondisi
”21 H I"'.rt My {fx,\]ﬂ” = ”z.t,y H l'".rt Hl-'{ft,yjl"'ry”
terpenuhi untuk semua subset berhingga H dari I'* dan semua f,, Bp+.
Karenas: (1,:y [} padatdi B+, makacukup ditunjukkan
||z j".\',_'lr',."il'ff F}‘Fy F\'” S ||z }'.T,}',KL{E F}‘Fy L-"{”
untuk semua g, ., C. Dari persamaan (2.3), untuk setiap pilihan x, y,z I,
terdapat a, & ™" sedemikian sehingga
Ve B, V= Vb .
Karenasetiap V. adalah non-uniter, makajikax = z diperoleh
Ve Wy Ve = (Ve 1) (e B) = Yokl
Jadi a = &. Akibatnya untuk semua subset berhingga ¥ dari I'* dan 4., C
cukup ditunjukkan
”Z\ F "t.\',.\' |f'3.-|ffr ” = ”21}' F i.t,yl"'.rtl"'ry ”

Akan digunakan ide pembuktian Proposisi 1.7 pada paper Smple € -
Algebras Generated by Isometries oleh Joachim Cuntz. Diberikan
vy ¢ Ay Vel , akan dikonstruksi suatu proyeksi {J sedemikian sehingga
(2.4) GV, =0 untukx,y Fdenganx #y,
dan

25)  [JU(Zx #Acx Vb JO = 1120 #Aex Vieli |,
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sehingga
I3y #Aep Vil [| 2 €50y #Auy ey JU]

= ‘ Y] ((ZI,_V F -’ix,yl"}l"} J +
XEy

(ZI F "Ex,x I"’x""x J) Q

= [|G(2x rArx Vel JU

= ”21’ J‘--’ix,x I"}I";' ”
Berdasarkan Lemma 4.1, terdapat xy, ¥ sedemikian sehingga

(26)  [|Z0 rAx Vele || = [Sacicny s
Misal & =min{x—y:.x, ¥y Fdanx> y}, dan  bentuk =1V, (1-
VaVs IV, - Akan dibuktikan kondisi (2.5). Untuk x F, jika x > x, maka
X = xy + 4. Perhatikan
GV, = (V;

1 VﬁVﬁ) LA
Vip ¥ Valf’a Ve IVl
Ve Vx - x,.,lr’a( Vo) JVik
I";c IM -ﬁ(FxM -ﬁ) I"}V
- FIMFIM Vel — xMiﬂ(L‘eriﬂ) Ve by

Jika x > x, maka berdasarkan pembuktian pada Proposisi 4.2 (ii), ¥y, Ve, =
VeV,  akibatnya ¥ V. KW =KWK . Jka x=zxy+ 4, maka
Vst Viggenn) = Vil dan akibatnya Ve, o(Veyea) Vel =¥V, . Di lain
pihak, jika x <xy maka W, =V, Vi, dan V¥ =V, .s(Vi,es)

X1 X

X" X
Fxm'iﬁ[vxm'iﬁ] . Jajl
VW Kl, =0 jika x > xy,
2.7) :{” x . I M
LI}MI'I;.'M - Im'iﬁ[vxm'iﬁ,l - {I! Jlkax SIM
Akibatnya berdasarkan (2.6) diperoleh
”Q[ZI J‘-"Ex,x vax ]Q” = ||szx,,,ix,x {.E”
= [ Y cgg A |11

= |Zx =Xy "Ex,x|

= ”21' J‘-’-’lx,x vax ”1

i

jadi terbukti kondisi (2.5).
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Sekarang, akan dibuktikan kondisi (2.4). Perhatikan bahwa dari (2.7)
diperoleh (ji;, ¥, = 0jikax > xy dan ik ¥, = {Jjikax < x,. Akibatnya
(Qlflrxl"'rx) =Q = I"'rxl"fx Q ZQ @vax QZQ
Diperoleh (¥, .V, = (i = V., {j. Dengan kata lain ¢j¥.V, self-adjoint untuk
setigpx  F dan () dan ¥, I, saling komutatif. Oleh karenaitu

_{mg WV = G U1, jikax > 3,
¥, = (¥, WV, U =GV, QK1 jikax<y.
Untuk x <y, QL’ QKK =0 jlka dan hanya jika (GV¥,_, QKK ) =
V¥, Q¥ =0. Jadi cukup ditunjukkan Gi¥,_, ¢ jika x >y dan x,¥ F.
Perhatikan
GV 0 = Vg (U= VW DV Wy W (1 — Vb )V,
= Wy (L = V¥ DWopy Vimpiangy (L — Vs )Wy,
Vep (1 — VW ¥y, Vx,,, sx—y (L — Vol DV,
= Vepe (1 — Vialis Iy, Vip Wy (U — WsWs Ve,
= Ve (1 — VW DV (1 — V¥ )V,
= Wy (Vemye — Vaby Ve ) — V¥ )W,
Vep (FMemy — Falbay Veyopaa) (1 — Valby ¥,
Vera (Ve — Vils Vsx—y—a) (1 — Vil D,
Vera (Vg — Vsl VisVi_ys) (1 — ¥s¥s DV,
= Vg (Ve = VoV gy ) (L — ¥y )Wy,
Ve (I"'rx ¥
Vg (Vg —
Vieg
0

— Vaax—y—a) (1 — Vol ¥,
Ve YA — Vals )V,
0)(1 — Vb IV,

Jadi kondis (2.4) terbukti. Dengan demikian, telah dikonstruksi suatu proyeksi
{J sehingga kondisi

122 # A Vel | < 120y ¢ Aep Wiy ||
terpenuhi untuk semua subset berh| ngga F dari I'* dan ix,y C
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