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ABSTRAK. Suatu aljabar matriks A atas lapangan F belum tentu dapat
di dekomposisi menjadi hasil jumlah langsung dari submodulnya
sehingga menjadi fine graded atas suatu grup G. Dekomposisi menjadi
fine graded ini ditentukan oleh grup yang digunakan. Pada kasus aljabar
matriks M,(R) bila digunakan grup siklik sebagai indeks dalam
mendekomposisi suatu aljabar matriks menjadi aljabar yang fine graded
mengakibatkan submodulnya menjadi tidak bebas linear, sehingga bukan
suatu jumlah langsung. Sedangkan ketika menggunakan grup non-siklik,
submodulnya bisa merupakan jumlah langsung dan memenuhi 4,4, <
Ag.n sehingga fine grading untuk aljabar matriks dapat dilakukan.
Support dari A suatu alajabar matriks akan membentuk subgrup dan
setiap elemen tak nol di A; mempunyai invers.

Kunci: Aljabar graded, aljabar matriks, fine graded, jumlah langsung
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Fine Grading on Matrix Algebra

ABSTRACT. A matrix algebra A over a field F may not necessarily be
decomposed into a direct amount of submodule so that it becomes fine
graded over a group G. Decomposition to fine graded is determined by
the group used. In the case of matrix algebra M, (R) when cyclic groups
are used as an index in decomposing a matrix algebra into fine graded
algebra, the submodule becomes linearly independent, so it is not a direct
sum. Whereas when using non-cyclic groups, the submodules can be
direct amounts and meet A, A, € A(y 4+ p) SO that fine grading for matrix
algebra can be done. The support of A matrix algebra will form a
subgroup and every nonzero element in A, has an inverse.

Key words: Graded algebra, matrix algebra, fine graded, direct sums
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1. PENDAHULUAN

Pada suatu aljabar dan ring graded merupakan ring yang dapat dituliskan
ke dalam dekomposisi jumlah langsung dengan grup abelian sebagai indeksnya.
Proses tersebut biasa dinamakan dengan grading [1]. Grup yang digunakan sebagai
indeks biasanya meliputi grup bilangan bulat tak negatif atau bilangan bulat. Pada
bukunya Hazrat [2] memaparkan sifat-sifat alami pada suatu aljabar graded.
Kemudian Bahturin dan Sehgal [3], Bahturin dan Zaicev [4, 5] mengemukakan
suatu grading yang lebih khusus di mana dimensi setiap submodulnya <1 sehingga
terdapat kaitan dengan basis suatu aljabar.

Pada artikel ini dijelaskan sifat-sifat yang berlaku suatu aljabar matriks
graded. Selanjutnya dijelaskan bagaimana proses dekomposisi suatu aljabar
matriks menjadi aljabar matriks yang fine graded menggunakan grup non-siklik
maupun siklik [6].

Definisi 1.1[2, him.11]

Misalkan G grup abelian, aljabar A atas lapangan F dikatakan G-graded
jika A =@4eq Ay dengan A, submodul dari A, sedemikian sehingga AjA, S
Ag4n. a € A dikatakan elemen homogeneous berderajat g jika a € A,4. Support
dari A dinotasikan dengan

Supp(A):={g € G|A4 # 0}

Grading dapat diterapkan pada aljabar matriks sehingga aljabar matriks
tersebut dapat didekomposisi menjadi produk dari jumlah langsung submodulnya
dengan memenuhi sifat graded. dengan menerapkan suatu grup sebagai indeks.

Mn(F) = A =@ geg Ag, AgAn € Agin
Lebih khusus lagi, grading tersebut bisa dikontruksi menjadi fine grading.
Definisi 1.2.[3, Definition 3]
Grading A =€ 4 A4 dikatakan fine jika dim(A,) < 1 untuk setiap g € G.
Proposisi 1.3.[2, Proposition 1.1.1]
Misalkan A = 4¢¢ A4 sebuah aljabar G-graded, maka:
1. 1, merupakan elemen homogeneous berderajat 0 yaitu 1, € 4,
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2. untuk setiap elemen homogeneous a € A, yang mempunyai
invers, maka a~! merupakan elemen homogeneous berderajat g1,
yaitu a™" € Ag-1

2. METODOLOGI

Pada penelitian ini akan dijelaskan bagaimana proses dalam menentukan
submodul A, dengan g elemen suatu grup, agar M, (R) dapat ditulis sebagai hasil

jumlah langsung dari A; dan memenuhi A;A, € Ag.p, sehingga menjadi aljabar

matriks yang fine graded. Grup yang digunakan meliputi grup non-siklik dan grup
siklik. Diberikan juga contoh aljabar matriks yang fine graded.

3. HASIL/TEMUAN DAN PEMBAHASAN

Pertama akan dijabarkan terlebih dahulu Teorema 2.1., yang akan
mendukung dalam proses fine grading pada suatu aljabar matriks.

Teorema 2.1.[3, Lemma 2.6]

Misalkan G grup dan M, (F) = A =@ 4eq Ay Merupakan aljabar matriks
atas lapangan F yang fine graded, maka H = Supp(A) membentuk subgrup dan
setiap elemen homogeneous tak nol-nya mempunyai invers.

Bukti: Berdasarkan Proposisi 1.3., A, memuat matriks identitas. Karena M,,(F)
aljabar fine graded, diperoleh bahwa dim(A,) = 1. Karena A, memuat matriks
identitas dan berdimensi satu, maka A, merupakan ruang matriks skalar.

Misalkan a # 0 € A, sembarang elemen homogeneous. Jika det(a) =
0, maka det(xay) = 0 untuk setiap x,y € A, Maka AaA n A, = 0. Karena AaA
adalah ruang matriks dengan determinan nol, sedangkan A, ruang matriks skalar,
maka AaA N A, = 0.

Perhatikan bahwa AaA ideal di 4, maka AaA = 0 atau AaA = A. Tapi
karena AaA memuat matriks identitas, jadi haruslah AaA = A. ini kontradiksi
dengan fakta bahwa AaA berisikan matriks-matriks yang mempunyai determinan
nol. Artinya, haruslah det(a) # 0 € A,4. Jadi dapat disimpulkan bahwa a € 4,
merupakan matriks yang mempunyai invers.
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Lebih lanjut, jika Ag, Ay, # 0, maka Ay, # 0. Artinya, untuk g,h € H =
supp(A) mengakibatkan gh € H = supp(A4). jadi H = supp(A4) tertutup
terhadap operasi di G.

Berdasarkan Proposisi 1.3., jika a # 0 € 4,4, maka terdapat ale Ag-1.
Artinya, jika g € H = supp(A), maka g~! € H = supp(A). Diperoleh H =
supp(A) membentuk subgrup dari G. ®

Selanjutnya akan diberikan contoh dan proses grading menggunakan grup
non siklik.

Contoh 2.2.

Misalkan Z, X Z4: = {(a, b)|a, b € Z,}, dan M, (R) suatu aljabar matriks
berukuran 2 x 2 atas bilangan real. M,(R) = Ago) D Az @ Azz) @ Azo)
dengan

A(@_@): = {[g 2] |a € R},A(ﬁj): = {[b g] |b € R}

A(jj): = {[SC g] |C € R},A(zﬁ): = {[g gd] |d € R}
M, (R) merupakan suatu aljabar fine graded dengan

suppA = {(0,0),(0,2), (2,0), (2,2)}

Pertama-tama perhatikan bahwa dimensi dari M,(R) adalah empat,
karena akan dikontruksi aljabar fine graded, artinya setiap komponen mempunyai
dimensi < 1. Sehingga kita akan mengkontruksi M,(R) menjadi hasil jumlah
langsung dari empat komponen. Berdasarkan Teorema 2.1., diketahui bahwa
support dari suatu aljabar matriks fine graded membentuk subgrup, maka pilih
subgrup yang berorder empat sehingga dapat dijadikan support untuk M,(R).
Diperoleh {(0, 0), (0,2), (2,0), (2,2)} berorder empat subgrup dari Z, X Z,. Jadi
dapat kita tulis

M,(R) = Aoy D Awpz) D Azz) © Ao
dengan dimensi setiap komponennya satul.

Berdasarkan Proposisi 1.3., elemen kesatuan harus termuat di Agp)-
Karena dimensi dari A g harus sama dengan satu, maka diperoleh
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A(a_a): = { 8 2] la € R}

Selanjutnya berdasarkan Teorema 2.1., setiap matriks tak nol pada setiap
komponennya harus mempunyai invers. Artinya, matriks pada setiap
komponennya haruslah matriks yang determinannya bukan 0. Perhatikan bahwa
(0,2),(2,0),(2,2) mempunyai invers yaitu dirinya sendiri, dan (0, 2) + (2,0) =
(2,2); (0,2)+(2,2)=(2,0); (2,2)+(2,0)=(0,2). Karena 7Z, X Z,
merupakan grup abelian, jadi Z, X Z, bersifat komutatif. Dari uraian tadi, dapat
kita pilih submodul dari M,(R) di mana masing-masing elemen-nya mempunyai
invers di submodul tersebut dan mempunyai sifat yang sama dengan (0,2) +
(2,0) =(2,2); (0,2)+(2,2) =(2,0); (2,2)+(2,0) = (0,2) dan irisannya
hanyalah matriks nol. Sehingga diperoleh

(; oleemb {2, Gleerl{§ 2 iuer)

Kemudian pasangkan dengan 453z, 422, 42,0y sehingga diperoleh

A(ﬁj) = {[2 g] |b (S R}

Azp) = {[o _d] d € R}

Pertama-tama akan ditunjukan terlebih dahulu bahwa A = Agg) @
Awpz) © Azz) ® Azo). Ambil sembarang
WX
y il

Perhatikan bahwa w =1a +0b +0c + 1d,x =0a+ 1b + 1c + 0d,y = 0a +
1b —1c 4+ 0d,z = 1a + 0b + Oc — 1d, sehingga dapat kita bentuk matriks untuk
menentukan a, b, ¢ dan d. Diperoleh matriks sebagai berikut:

[1 0 O 1 w1
[0 1 1 0 x |
|0 1 -1 0 yi

142|EurekaMatika, Vol.8, No.2, 2020
https://ejournal.upi.edu/index.php/JEM


http://issn.lipi.go.id/issn.cgi?daftar&1468626799&2701&&2016

Irham Walidaka, Rizky Rosjanuardi, dan Sumanang Muhtar Gozali

dan diperoleh a = W;Z, b= %,c = %,d = ==, sehingga dapat disimpulkan
bahwa:
w+z x+y x—y
[W x]_ 2 0 + 0 2 + 0 2
y zl— w+z x+y 0 Xy 0
2 2 2
w—2Z 0
2
+ w—Z
0 —

2
sehingga A = Ag5) D Apz) D Azz) D Ao
Selanjutnya akan ditunjukan bahwa A merupakan suatu aljabar Z, X Z,-
graded. Ambil sembarang elemen homogeneous
a= [(lc f)] € Azz)
dan

d 0

b:[o —d

] € A(Zﬁ)

Akan ditunjukan ab termuat di Az2y+2,0) = A(o2)- Perhatikan bahwa

Karena a dan b diambil sembarang, maka berlaku Az Az2) € Az2)+Z0) =
Az Dengan cara yang serupa untuk setiap komponen, diperoleh AgA, <
Ag+rV g, h € Zy X Z,. Maka berdasarkan Definisi 1.1., dapat disimpulkan bahwa
A merupakan suatu aljabar Z, X Z,-graded.

Selanjutnya akan ditunjukan bahwa A merupakan aljabar fine graded.
Perhatikan bahwa

c= [O—C 8] € A(ii)

sembarang elemen homogeneous di A 77y dapat dibangun oleh
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[0 cy_ [0 1
€= [—c o] _C[—1 o]

Karena ¢ sembarang elemen di A7), maka untuk setiap elemen di Az berupa
kombinasi linier dari satu buah matriks. Maka dapat disimpulkan bahwa
dim(Azz) = 1. Dengan cara yang serupa untuk semua komponen, diperoleh
bahwa dim(A(zj)) = dim(A(Zj)) = dim(A(zj)) = dim(A(zz)) =1. Jadi
berdasarkan Definisi 1.1. dan uraian sebelumnya dapat disimpulkan bahwa A
merupakan suatu aljabar fine graded. ®

Selanjutnya akan diperiksa apakah aljabar matriks M,(IR) dapat
didekomposisi menjadi aljabar fine graded dengan grup Z,, sebagai indeks.

Berdasarkan Teorema 2.1., diketahui bahwa support dari suatu aljabar
matriks fine graded membentuk subgrup, maka pilih grup yang mempunyai
subgrup berorder empat sehingga dapat dijadikan support untuk M, (R). Misalkan
dipilih Z,, di mana Z, itu sendiri sebagai subgrupnya. Sehingga dapat kita tulis

M;(R) = B; © B1 ®© B; © B3
dengan BfB; < Bf, ,Vf,g € Z, dan dimensi setiap komponennya satu.

Berdasarkan Proposisi 1.3., elemen identitas harus termuat di Bg. Karena
dimensi dari By harus sama dengan satu, maka diperoleh

([0 0
B[ 0 Jiaen]

Selanjutnya berdasarkan Teorema 2.1., setiap matriks tak nol pada setiap
komponen harus mempunyai invers. Artinya, matriks pada setiap komponennya
haruslah matriks yang determinannya bukan 0. Sekarang perhatikan bahwa 2 € Z,
mempunyai invers dirinya sendiri. Artinya, jika kita ambil dua sembarang matriks
di B3 kemudian kita kalikan, maka harus termuat di Bg. Selanjutnya misalkan

S (%414 p2c
BZ'_{[VZC 5ZC]ICER}

merupakan sembarang submodul matriks berdimensi satu. Ambil sembarang

b — [azx ﬁzx:l ,b, - [azy BZy E Bi
Y2x  Opx Y2y 62y

Perhatikan bahwa
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A xQyY + Boxy2y  axxBay + Baxyzy

b = [
Y2Xy + 82XxY2y  VaxPoy + 62x65y

_ [xy(a% +B2v2)  xy(azfBz + Bavz)
xy(y2a2 + 82v2)  xy(¥2B2 + 63)

Berdasarkan Definisi 1.1., bb' haruslah termuat di B3B3 < B5,5 = By sehingga

xy(az + B2yz) xy(azfz + B2v2) € By: = { apa O ] la e ]R}
xy (Y2t + 82v2)  xy(Y2B2 + 63) 0 @oa

artinya bb’ harus memenuhi:

1. a® + By = ypB + 6% « a? = 62 sehingga diperoleh @ = § atau
a=-6

2. azf; + 622 =0 € ayfy; = =62, = az = =6,
3. azyz + 6272 = 0 € ayy, = =62y, € a; = —6;

Perhatikan jika a, = &, mengakibatkan 8, = y, = 0 sehingga

[azx 0 ]
0 Oax

Tapi hal ini mengakibatkan B3 = By. Hal ini tidak dapat dilakukan karena Bz N
By haruslah hanya matriks 0, sedangkan jika B3 = By irisannya bukan hanya
matriks 0. Jadi haruslah a, = —§,, sehingga diperoleh

Bf:={“zc Bac ]|CER}
Y2C —a,C

Selanjutnya misalkan

L aib ﬁ1b] }
o= ([ B pen

merupakan sembarang submodul matriks berdimensi satu

ax  Pix

_[ ]’C/_[aly By € B-
yix  61x Y1y 61y

1

Perhatikan bahwa

EurekaMatika, Vol.8, No.2, 2020|145
https://ejournal.upi.edu/index.php/JEM



e-1SSN: 2528-4231
p-1SSN: 2776-480X

e = [alxaly + Bixy1y  aixpiy + .le)’ﬂ’]
yixaiy + 61xy1y  v1xpry + 61x61y

_ [XY(Q% +B1v1)  xy(aiBy + Biv1)
xy(yias + 81y1)  xy(y1B1 + 67)
Berdasarkan Definisi 2.4.1., cc’ haruslah termuat di ByBy = B1,1 S B3 sehingga

xy(ai +Biy1)  xy(aiBi + Bivi) €B, = {[azc B ] lce ]R{}
xy(y1a1 + 61v1)  xy(y1By + 67) Y2 —axC

diperoleh a? + B1y; = —y1f1 — 62 € a? + 62 = —2B,y;. Jadi

B_,_{[%b p1b
U7 llyb 61b

Selanjutnya, berdasarkan Definisi 2.4.1., B3B3 = Bz,3 S B3. Dengan
cara yang serupa dengan By, diperoleh

] |k € ]R{} yang memenuhi a? + 8% = =211

L 0l3d ﬂgd:l } P2 2 _ _
B3:= {[y3d 5yd |d € R{ yang memenuhi a5 + 65 = —283Y3.

Tidak  sembarang  dekomposisi M, (R):= Ag P A7 P 4A; D Az
mengakibatkan fine graded untuk M,(R), atau sebaliknya, yaitu terdapat
A1,A3,A3 Az yang memenuhi  AfAg; € Af, Vf,g €Z, tetapi tidak
mengakibatkan dekomposisi jumlah langsung untuk M, (R)

Contoh 2.3. Akan dipilih Az, A3, A3, Az sedemikian sehingga memenuhi AzAg; <
Af,4Vf,g € Z,. Berdasarkan Proposisi 1.3, diperoleh

= (3 e

Selanjutnya tentukan

w=(2, fwes

Selanjutnya tentukan A3 dengan mengkalikan sembarang dua matriks di A7. Ambil
sembarang

=[5 amEy Jen
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Perhatikan bahwa

0 —2xy

—2xy O € 4z

=]

Dari uraian di atas diperoleh

T ([

Selanjutnya tentukan Az dengan mengkalikan sembarang matriks di A dan
sembarang matriks di Az. Ambil sembarang

=[5 lea

I L _
S_[—y O]EAZ

Perhatikan bahwa

—Xy Xy

pq = [_xy _xy] € Az

Dari uraian di atas diperoleh

az={74 ¢ Jiaenr)

Selanjutnya akan diperiksa apakah M,(R):= Ag @ A7 P A3 @ A3. Perhatikan
bahwa

[00

o o) €M:(®)

dapat ditulis menjadi

o ol=lo o[ ol*lo oI+ o

juga dapat ditulis menjadi

o ol =[5 21+E" S+ al+lo o
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Karena penulisannya tidak tunggal, sehingga M, (R) tidak dapat dibentuk menjadi
M,(R): = A @ A7 D A3 @ As. Jadi contoh di atas bukan merupakan aljabar
graded. m

Selanjutnya akan diperiksa bentuk umum dari grading dengan
menggunakan grup siklik. Misalkan M,(R) suatu aljabar matriks. Berdasarkan
uraian sebelumnya diperoleh bahwa

T

selanjutnya tentukan sembarang

(s Bwe

yang memenuhi a? + 6% = —2By. Selanjutnya perhatikan bahwa A7A7 € A5
sehingga dapat kita peroleh

_{[@+Brc @B+ o)
AZ"{ (ay +78)c (& +BV)C] e € R}

kemudian misalkan

__([asd [>’3d] }
a= ([0 B aen

sedemikian sehingga memenuhi A7A5 S A5. Untuk dapat menjadi aljabar graded,
M, (R) harus dapat ditulis menjadi M, (R): = A @ A7 D A5 P As. Artinya untuk
setiap matriks

w X
, 2lemm
harus dapat ditulis secara tunggal menjadi

w x]: . 0] [ab ﬁb]+ (a? + By)c (0(,8+Bé‘)c]+[a3d ,Bgd]
Yy Zz 0 a yb &b (ay+y6)c (52+'By)c )/3d 63d

Dengan menentukan a, b,c,d = 0

0 0
o o eM®
dapat ditulis menjadi
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0 01_10 O 0 0 0 0 0 0

[0 0]_[0 0]+[0 0]+[0 0 +[0 0
tapi, dengan menentukan a = ad — By,b = —a —8,c =1,d = 0 juga dapat
ditulis menjadi

[0 0] _ [aS—,By 0 ]+[—a2—a6 —af — Bé
00 0 ad =Byl l-ay—ys —-6%-ab

[a2+ﬁy aﬁ+36]+[o 0
ay +y8) 6%+ By 0 0

sehingga penulisannya tidak tunggal. Karena secara umum, jadi fine grading
menggunakan grup siklik pada M, (R) tidak dapat dilakukan.

4. KESIMPULAN

Fine grading pada M,(R) dapat dilakukan menggunakan grup non-siklik
dengan menentukan Agpgy, Azp) dan Agz) dapat diperoleh A7) sehingga
menjadi aljabarfine Z, x Z4-graded, sedangkan fine grading pada M,(R) tidak
dapat dilakukan, Dengan menentukan Ay dan Ag dapat diperoleh A; dan Az
sehingga memenuhi AjA, € Ag.pVg + h € Z, tetapi bukan suatu jumlah
langsung untuk M, (R).
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