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ABSTRAK

Pendekatan Born-Oppenheimer diterapkan untuk menghitung tingkat energi vibrasi
keadaan dasar molekul hidrogen. Persamaan Schrodinger untuk inti atom
diselesaikan dengan menggunakan metode semi-klasik, di mana inti atom
diasumsikan bergerak secara klasik dalam sumur potensial dan energi vibrasi
ditentukan dengan menerapkan aturan kuantisasi kuantum. Potensial yang
digunakan pada penelitian adalah potensial Morse. Dalam penelitian ini, tingkat
energi vibrasi dihitung dengan metode numerik, yaitu metode integrasi Simpson dan
metode regula falsi. 15 Tingkat energi vibrasi dari molekul H2 diperoleh dan
dibandingkan dengan data hasil eksperimen. Perbandingan ini mengindikasikan
pendekatan yang digunakan pada penelitian ini memberikan hasil yang sangat akurat
pada tingkat energi vibrasi yang relatif rendah (0<n<4), dengan kesalahan kurang
dari 0,7%, dan untuk 5<n<8 dengan kesalahan maksimum 7,3%. Keakuratan
menurun ketika tingkat energi vibrasi meningkat. Secara khusus, untuk n = 13 dan
n = 14, kesalahan meningkat secara signifikan, menunjukkan gagalnya pendekatan
ini untuk tingkat energi vibrasi yang relatif tinggi, khususnya untuk dua tingkat

energi ini.

Kata Kunci : Molekul Hidrogen; Potensial Morse; Pendekatan Born-

Oppenheimer;
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ABSTRACT

Born-Oppenheimer approximation was applied to calculate vibrational energy I
evels of ground state of Hydrogen molecule. The Schrodinger equation for the
nuclei was solved using a semi-classical method, in which the nuclei are assumed to
move classically in a potential well and the vibrational energies are determined by
applying the quantum mechanical quantization rules. Potential used in this research
was the Morse potential. Here, vibrational energy levels of the molecule were
calculated using numerical methods, i.e. Simpson integration method and false
position method. 15 Vibrational energy levels of the H2 molecule were obtained
and compared to the corresponding results from experiments. The comparison
indicated that the approximation used in this research yielded very accurate results
for relatively low vibrational levels (0<n<4), with errors being less than 0.7% and
for 5<n<8 with maximum of 7.3% errors. The accuracy decreased as the vibrational
levels increased, as expected. In particular, for n=13 and n=14, errors significantly
increased, indicating the breakdown of the approximation for relatively high

vibrational levels, in particular for these two energy levels.

Keywords Hydrogen Molecule; Morse Potential; Born-Oppenheimer

Approximation; Simpson Method; False Position Method

1. Pendahuluan pengukuran yang sangat akurat [1]. Hal

Molekul hidrogen adalah salah satu ini menjadikan molekul hidrogen menjadi

molekul yang paling penting dan salah satu topik penelitian teoritis yang

menarik dari sudut pandang teoritis. Hal

ini  karena molekul ini  hanya

mengandung 2  elektron sehingga
persamaan Schrodinger untuk molekul
ini dapat diselesaikan secara akurat,
bahkan koreksi-koreksi orde tinggi juga
dapat dihitung. Selain itu, data
eksperimen yang sangat akurat untuk
molekul ini juga sudah tersedia. Oleh
karena itu, pendekatan-pendekatan
teoritis yang dilakukan juga dapat

dibandingkan  dengan data  hasil

menarik perhatian banyak peneliti.

Salah satu topik penelitian yang
telah banyak dilakukan adalah terkait
dengan perhitungan tingkat-tingkat energi
vibrasi molekul hidrogen untuk keadaan
elektronik yang berbeda-beda. Beberapa
penelitian terdahulu antara lain dapat
ditemukan di [2-11]. Nilai energi vibrasi
yang diperoleh dari penelitian-penelitian
tersebut sangat akurat karena secara
sebelum

umum, menyelesaikan

persamaan Schrodinger untuk molekul
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hidrogen, mereka juga melakukan
perhitungan ab initio untuk menentukan
bentuk potensial interaksi antar atom yang
akan digunakan dalam penyelesaian
persamaan nilai eigen energi molekul.
Berbeda

penelitian tersebut, dalam penelitian ini,

dengan penelitian-
akan digunakan suatu bentuk potensial
klasik yang sederhana dan telah umum
diketahui, yakni potensial Morse [12].
Walaupun dengan bentuk yang jauh lebih
sederhana dibanding bentuk potensial-
potensial interaksi lainnya, penggunaan
potensial Morse dalam [13-15] telah
terbukti memberikan hasil yang cukup
akurat pada pemodelan molekul-molekul
diatomik.

Tujuan dari penelitian ini adalah
Morse dan

menggunakan potensial

aproksimasi Born-Oppenheimer dalam

suatu pendekatan semi-klasik untuk
menghitung semua tingkat energi vibrasi
moleku hidrogen pada keadaan elektronik
dasar. Sebagai tambahan, dalam artikel
ini juga akan dilakukan kajian singkat
tentang akurasi dari aproksimasi yang

digunakan.

2. Teori dan Metode
2.1. Pendekatan Born-Oppenheimer
Dalam

penelitian  ini,  digunakan

pendekatan Born-Oppenheimer, dimana
gerakan inti atom dan gerakan elektron
dalam molekul dapat ditinjau secara
terpisah. Hal ini karena massa elektron

jauh lebih kecil dibanding massa inti-inti
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atom dalam molekul,

yang
menyebabkan inti atom bergerak
dengan kecepatan yang jauh lebih
kecil dibanding kecepatan elektron.
Oleh karena itu, inti-inti atom dalam
molekul dapat dianggap menempati
suatu posisi yang tetap dalam molekul
[16].
Dalam pendekatan ini, kedua inti
atom dalam molekul diatomik dapat
dianggap bergerak dalam sebuah
potensial yang hanya bergantung pada
jarak pisah antara kedua atom tersebut
[17].
2.2. Penentuan tingkat energi vibrasi
molekul diatomik
Karena massa inti yang relatif besar,
gerakan inti dapat disederhanakan
lebih

gerakan vibrasi dan gerakan rotasi inti

lanjut dengan memisahkan
atom. Gerakan rotasi dapat didekati
dengan model rotasi kuantum rigid
dumbbell, sementara gerakan vibrasi
diwakili

Schrodinger untuk keadaan terikat

dapat oleh  persamaan

sebagai berikut

2L vy = B ()

dimana m adalah massa tereduksi
kedua inti atom, E, adalah tingkat-
tingkat energi vibrasi molekul. Solusi
persamaan ini dapat diperoleh dengan
2 cara:

pertama, menyelesaikan

Persamaan (1) secara langsung

menggunakan aproksimasi kuantum
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(pendekatan  kuantum) dan kedua,
meninjau gerakan inti secara klasik
dalam suatu sumur potensial klasik V,
kemudian menerapkan aturan kuantisasi

kuantum untuk menentukan tingkat

energi vibrasi Enx
klasik) [17].

(pendekatan semi-

Dalam pendekatan semiklasik, vibrasi
inti dapat ditinjau sebagai suatu osilasi

periodik jarak antar inti atom di antara
kedua titik balik klasik ( i  dan

Tour ). Osilasi ini  berlangsung
sedemikian hingga energi total molekul

konstan.

Dengan memasukkan syarat kuantisasi,
aproksimasi untuk tingkatan energi
vibrasi molekul dapat diperoleh dengan

menyelesaikan persamaan berikut [17]

()

~|9

2)

Dimana V(") adalah potensial untuk

molekul diatomik sebagai fungsi jarak

pisah r Untuk efisiensi dalam
komputasi, dilakukan penskalaan pada
energi En  dan jarak T  sebagai
berikut
€ [ E_n
" 3)
dan
_vir)
Lv()) = " (4)

By = V()2 dr= (n+3)n
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dimana Y%  adalah potensial pada
titik setimbang dan
”

)

X
o

dimana ¢ adalah suatu parameter.
Oleh karena itu, Persamaan (2) dapat

ditulis

flen) =y [ len—v(0)] /2 dx— (n+3)m

(6)

dimana ¥ adalah besaran tanpa dimensi

yang besarnya adalah

”

2mV,6° e
y= h?

Energi vibrasi En molekul diatomic

(7

dapat ditentukan dengan mencari akar
Persamaan (6) untuk suatu potensial V
(x) tertentu.

2.3. Potensial Morse

Potensial Morse dapat ditulis [12]

V) =W, [ - e -mmd/8y2 1] (8)
Dengan melakukan ekspansi Taylor

untuk potensial ini di sekitar Tmin

diperoleh
V(T‘) = V(rmin) + 4 (I:nm) (T - rmin) +
V” (rmin )
T (r - rmm)z + o
9)

dengan mengevaluasi fungsi Morse

pada T = "min , maka diperoleh
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24.

Vi) = =V

(10)
Karena V| adalah konstanta, maka untuk
tujuan pada section ini dapat diasumsikan
V(@mn) = 0.

mengambil turunan pertama dan turunan

Selanjutnya, dengan

kedua potensial V(") dan dievaluasi
pada T = Tmin , diperoleh

V' (inin) = 0 (11)
dan

7 (e =%

V" (tipin) = - (12)

dengan memasukkan Persamaan (10-12)

ke Persamaan (9), diperoleh

Vir) = ;— (r = tpin )°

(13)
dengan melakukan pendekatan osilator

harmonik pada potensial Morse ini maka

diperoleh
_ =

N E (14)
dimana ¢ adalah suatu parameter yang
bergantung pada potensial Yo dan
konstanta osilator ¥
Metode Penelitian
Penelitian  ini  dilakukan  dengan

menggunakan metode numerik untuk

menentukan tingkatan energi vibrasi

molekul 2

dengan menyelesaikan Persamaan (6)

pada state dasarnya, yakni

secara numerik. Secara garis besar,

penentuan tingkatan energi vibrasi ini

melibatkan  integrasi numerik  dan

penentuan akar persamaan S€cara

numerik. Dalam penelitian ini, metode

tnumerik yang digunakan secara berturut-
urut adalah metode integrasi Simpson dan
metode regula falsi.

Pertama, titik balik klasik untuk
potensial Morse ditentukan secara analitik,
yang
Persamaan  (6).

dimasukkan ke
Setelah

selanjutnya
itu, nilai
pendekatan untuk parameter ¢ pada
Persamaan (14) dijadikan nilai awal dalam

menyelesaikan Persamaan (6) secara

numerik untuk memperoleh nilai Ex

untuk ™ = O | Setelah nilai £o ini
diperoleh, kemudian dicocokkan dengan
nilai eksperimen untuk tingkat yang sama.

Jika belum cocok, maka nilai parameter

6 divariasi pada saat mengevaluasi

Persamaan  (6) sampai  diperoleh

kecocokan dengan nilai
Setelah

eksperimen.
diperoleh  kecocokan, nilai

parameter 6 ini selanjutnya digunakan
untuk mengevaluasi Persamaan (6) untuk
menentukan tingkatan energi vibrasi untuk

n=1 Evaluasi

Persamaan (6)
secara numerik secara garis besar dapat
dijelaskan berikut.

sebagai Pertama,

integrand pada persamaan (6) ini

didefinisikan  sebagai  suatu  fungsi.
Integrasi Simpson kemudian diaplikasikan
pada integral ini. Energi vibrasi kemudian
ditentukan =~ dengan  mencari  akar
Persamaan (6) menggunakan metode
regula falsi. Bahasa pemrograman yang
digunakan dalam penelitian ini adalah

bahasa pemrograman C.
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3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Penentuan titik balik Kklasik
potensial Morse

Dari persamaan (8), potensial Morse

dapat ditulis
V(r) =V, [(1 — e~ (mmin)/5)2 — 1]
(15)
untuk menentukan titik balik klasik,
maka
E,— V() =0 (16)
dengan  mengganti E,.=e, W
diperoleh
e Vo =V, [(1 - e":?“)): - 1] =0
(17)
(,1 -eT )) =atl gy
dimana solusinya adalah
r = fpn —6ln (1 +/6, +1) (19)
sehingga diperoleh
fin = Tmin —6In (1+ /&, +1) (20)
Tout = Tmin — 610 (1 — /e, +1) (21)

Hasil eksperimen untuk molekul H,

menunjukkan bahwa nilai

=0.742 A [17].

7 min

3.2. Fitting energi vibrasi tingkat
pertama

Pada tahapan ini, ditentukan nilai

aproksimasi g menggunakan
pendekatan harmonik pada potensial
Morse (Persamaan 14). Untuk state

elektronik dasar molekul H,, nilai

Vo =4747€eV [17], dan nilai

e-ISSN : 2594-1989  https://doi.org/10.17509/wafi.v5il.18614

k = 5.75 x 10° dyne/cm [18,19].
Dengan memasukkan nilai-nilai ini ke

Persamaan (14) maka diperoleh nilai

8§ =0514 4
parameter .

Nilai parameter 9 ini dan titik
balik klasik pada Persamaan (20) dan (21)
kemudian  dimasukkan ke  dalam
Persamaan (6) untuk ditentukan nilai
energi vibrasi pada tingkat = 0

Nilai lain yang digunakan adalah nilai

Y pada Persamaan (7) yang besarnya

adalah ¥ = 33.6576 [20].

Hasil perhitungan ini kemudian
dicocokkan dengan nilai energi dari hasil
n =0 _ Setelah

melakukan pencocokkan, diperoleh nilai

eksperimen untuk

parameter g yang sesuai adalah

§=0718A _ Nilai Iinilah yang
digunakan untuk menentukan nilai energi
vibrasi untuk tingkatan-tingkatan energi

vibrasi untuk 7 = 1

3.3. Perhitungan tingkat-tingkat energi

vibrasi molekul H,

Perhitungan kemudian dilanjutkan
untuk tingkatan-tingkatan energi vibrasi

lainnya 7 =1

Hasil perhitungan
energi vibrasi (dengan toleransi 107 dan
jumlah interval N = 1024) untuk 15
tingkat energi pada keadaan dasar
molekul hidrogen ditunjukkan pada Tabel

1.
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Tabel 1. Nilai tingkatan-tingkatan energi
vibrasi molekul H, pada keadaan

elektronik dasar

o Nilai E, (eV): % eror

Nilai E, (eV): .

Perhitungan Eksperimen

[17]
0 -4.477 -4.477 0
1 -3.962 -3.962 0
2 -3.478 -3.475 0.086
3 -3.025 -3.017 0.265
4 -2.604 -2.587 0.657
5 -2.214 -2.185 1.327
6 -1.856 -1.811 2.485
7 -1.530 -1.466 4.366
8 -1.235 -1.151 7.298
9 -0.972 -0.867 12.111
10 -0.740 -0.615 20.325
11 -0.540 -0.400 35
12 -0.370 -0.225 64.444
13 -0.234 -0.094 148.936
14 -0.128 -0.017 652.941
Dari Tabel 1, terlihat bahwa untuk
tingkat  vibrasi n =0 dan

n =1 | nilai energi vibrasi hasil

perhitungan sama dengan nilai energi

hasil eksperimen (untuk 3 tempat
desimal). Untuk tingkat ™ = 2 dan

n =4  telah terdapat perbedaan
nilai energi hasil perhitungan dan hasil
eksperimen, namun masih relatif kecil
yakni di bawah 0.7%. Nilai error ini
kemudian terus meningkat ketika tingkat
semakin  besar.

vibrasi Meskipun

untuk 5=n<8

demikian, error
yang diperoleh masih relative kecil,
dengan nilai error terbesar sebesar 7.3%.

Namun kemudian eror semakin besar
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n>9 mencapai

ketika dan
maksimum untuk tingkat energi tertinggi

n =14 Untuk lebih jelasnya, nilai
persentasi eror diplot versus tingkat energi

vibrasi pada Gambar 1.

% Error

L ° 4
OF 60 o 0-0-0-0 0 0% -

-5 0 5 10 15 20
Tingkat energi vibrasi (n)

Gambar 1. Persentasi eror vs tingkat energi

vibrasi.

Dari Gambar 1 terlihat jelas bahwa
semakin tinggi tingkat energi vibrasi, nilai
eror dari hasil penelitian ini semakin besar.
Salah

aproksimasi

satu penyebabnya adalah bahwa
dalam penelitian ini
menggunakan pendekatan potensial osilator

harmonik pada potensial Morse untuk

menentukan nilai parameter g yang
kemudian digunakan untuk perhitungan
tingkatan Hal ini

semua energi.

menyebabkan eror perhitungan semakin
besar ketika n semakin besar karena osilator
harmonik hanya memiliki tingkat kecocokan

yang tinggi dengan potensial Morse pada

nilai ™ yang kecil. Sementara untuk nilai

" yang semakin besar, perbedaan kurva
potensial Morse dan kurva potensial osilator
harmonik juga semakin besar.

Berdasarkan penjelasan di atas, dapat

dikatakan bahwa semakin tinggi tingkatan
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energi  vibrasi, tingkat  akurasi
aproksimasi yang digunakan dalam
penelitian ini semakin berkurang. Juga,

nilai error yang sangat tinggi untuk

tingkatan ? = 13 dan n = 14
mengindikasikan bahwa pendekatan
dalam penelitian ini tidak berlaku lagi

untuk kedua tingkat energi ini.

4. Simpulan

Dari hasil perhitungan tingkat energi

vibrasi molekul H, dan perbandingan

dengan hasil eksperimen, dapat
disimpulkan bahwa pendekatan Born-
Oppenheimer dan penggunaan
potensial Morse untuk sistem ini
memberikan  hasil yang  akurat,
khususnya untuk tingkatan vibrasi
yang relatif rendah. Sementara itu,
tingkat keakurasian hasil dari metode
ini semakin menurun untuk tingkatan
energi vibrasi yang lebih tinggi. Selain
itu, nilai eror yang sangat besar untuk
tingkat 7 = 13 dan n = 14
merupakan suatu indikasi bahwa
pendekatan dalam penelitian ini tidak
berlaku lagi untuk tingkatan energi

vibrasi yang sangat tinggi.
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